La formule des traces pour les revêtements de groupes réductifs 

connexes. I. 
Le développement géométrique fin 



Wen-Wei Li 



Résumé 

, On étudie la partie spécifique de la formule des traces d'Arthur-Selberg pour certains 

ÇS| ' revêtements des groupes réductifs connexes. Comme un premier pas vers la formules des 

traces invariante, on exprime le côté géométrique en termes des intégrales orbitales pondérées. 
^ ' Les résultats s'appliquent, en particulier, aux revêtements construits par Brylinski et De- 

ligne. 
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1 Introduction 

Motivation La théorie des représentations automorphes des groupes réductifs connexes a 
depuis longtemps été l'objet de travaux intensifs, et la formule des traces d'Arthur-Selberg s'est 
avérée un outil indispensable. Or certaines questions arithmétiques nous obligent à considérer 
non seulement les groupes réductifs connexes, mais aussi leurs revêtements finis qui ne sont pas 
algébriques. Cet article fait partie d'un projet consistant à étendre les travaux d'Arthur aux 
revêtements. 

Historiquement, Flicker et Kazhdan [15\ [T6] ont déjà utilisé une forme simple de la formule 
des traces sur les revêtements métaplectiques de GL(n). Mezo [251 123] reprenait leur travail à 
l'aide de la formule des traces invariante d'Arthur. Malheureusement ils ne considèrent pas les 
autres revêtements. De plus, vu la profondeur des travaux d'Arthur sur la formule des traces 
invariante [Si [7], les justifications données dans [25] ne sont peut-être pas suffisantes. 

Passons en revue le cas des groupes réductifs connexes. Soient F un corps de nombres et 
G un F-groupe réductif connexe. Désignons A = Ap l'anneau des adèles de F. On sait définir 
le sous-groupe G{A)^ C G (A) (voir N3.4p . Fixons un sous-groupe de Lévi minimal Mq et un 
sous-groupe compact maximal K de G {A) en bonne position relativement à Mq. Grosso modo, 
la formule des traces "grossière" d'Arthur [H [2] est une égalité des fonctionnelles linéaires sur 
C^(G(A)^) (que l'on appelle aussi "distributions", par abus de terminologie) 

J '■= ^ Ja = ^ <^X' 

oii (resp. x) indexe des données géométriques (resp. spectrales). Les données o sont faciles 
à décrire : elles correspondent aux classes de conjugaison semi-simples dans G (F). Le terme 
correspondant à la classe {1} est noté Junip et s'appelle le terme unipotent. Les données x 
correspondent, en gros, aux représentations automorphes cuspidales sur les sous-groupes de Lévi 
semi-standards modulo l'action du groupe de Weyl de G. Cette formule grossière est relativement 
facile à adapter aux revêtements (voir ^6.ip . 

Avant d'obtenir la formule des traces invariante, il faut d'abord développer les distribu- 
tions Jo (resp. J^) en termes des intégrales orbitales pondérées (resp. caractères pondérés), 
et le résultat s'appelle le développement géométrique (resp. spectral) fin. En sommant les 
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développements fins pour chaque Jp, le développement géométrique fin prend la forme (cf. 

m) 

OÙ 

- M parcourt les sous-groupes de Lévi semi-standards de G ; 

- Wq^ est le groupe de Weyl de M ; 

- S est un ensemble fini de places de F suffisamment grand relativement à / ; 

- {M{F))m,s est l'ensemble des classes de (M, 5')-équivalence (voir I6.5.T]) ; 

- le symbole pointé 7 signifie que l'on choisit une mesure invariante sur la classe de conju- 
gaison de 7 dans M{Fs) ; 

- a^{S,^) s'appelle le coefficient de ce développement en 7, qui est un objet global ; 

- JmH-, f) est l'intégrale orbitale pondérée de / en 7, qui est un objet local. 

C'est ce qui est problématique pour les revêtements. Le principal but de cet article est 
un développement géométrique fin pour les revêtements. Quoique le résultat 16.5.91 a l'air très 
similaire, sa formulation ainsi que sa démonstration nécessitent des modifications inattendues. 
Précisons. 

Revêtements Avant d'entamer ce projet, il faut bien siir signaler une classe convenable de 
revêtements. Soit F un corps local ou global, toujours supposé de caractéristique nulle dans cet 
article. Soit G un i^-groupe réductif connexe. Notons A := F si F est local et A := A si F est 
global, alors G{A) est muni d'une topologie déduite de celle de A. En premier lieu, on considère 
des extensions centrales finies topologiques de G{A), à savoir 

1 ^ iV ^ G 4 G{A) 1 

où N est un groupe abélien fini. Les représentations de G se décomposent selon les caractères 
de A^. On fixe un tel caractère Ç : iV ^ pm, où m £ Z>i et pm '■= G : £™ = 1}. On 
pousse l'extension centrale en avant via On s'est ainsi ramené aux revêtements avec = jjrre, 
ce que l'on suppose dorénavant, et les représentations sur lesquelles pm (regardé comme un 
sous-groupe de G) opère par e H- e • id. De telles représentations sont dites spécifiques. Pour 
l'étude des représentations spécifiques, il suffit de considérer les fonctions / sur G telles que 
f{ex) = £~^f{x) pour tout e € pm, 5 G G ; de telles fonctions sont dites anti-spécifiques. 

On montrera qu'un revêtement se scinde de façon canonique au-dessus des sous-groupes 
unipotents. Lorsque F est global, on suppose de plus qu'un scindage au-dessus de G{F) est fixé. 
Tel est le formalisme posé dans [2ïï] ; on dispose alors de la théorie de décomposition spectrale 
et des séries d'Eisenstein. Mentionnons aussi que d'un revêtement de G(A) se déduisent des 
revêtements de G{Fj;), où v est une place de F, en prenant la fibre de p au-dessus de G{Fy). 

Or ces hypothèses ne suffisent pas dans le cas adélique. Par exemple, pour avoir un théorème 
de décomposition tensorielle des représentations lisses irréductibles spécifiques, il faut définir les 
algèbres de Hecke sphériques anti-spécifiques en presque toute place et montrer qu'elles sont 
commutatives. On posera des conditions (dites "non ramifiées") dans ^3.11 qui doivent être 
vérifiées en dehors d'un ensemble fini de places Vram contenant les places archimédiennes. Notre 
traitement de tels revêtements s'inspire beaucoup de [28 1 l29l [23] . 

D'après une philosophie bien connue, il faut considérer non seulement un revêtement p : 
G — )• G (A), mais aussi ses fibres au-dessus des sous-groupes de Lévi; on appelle ces fibres les 
sous-groupes de Lévi de G. Nos hypothèses pour un revêtement local, non ramifié ou adélique 
sont préservées par passage aux sous-groupes de Lévi de G. De plus, si l'on exige que l'algèbre de 
Hecke sphérique anti-spécifique d'un revêtement non ramifié est commutative, et idem pour tous 
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les sous-groupes de Lévi, alors les conditions posées dans N3. Il sont bien minimales. Par ailleurs, 
nos hypothèses sont aussi préservées par pousser-en-avant le groupe par un homomorphisme. 

En pratique les revêtements sont souvent dotés de structures supplémentaires. On démontrera 
dans i )3.5l que les K2-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne [13j, qui généralisent la construc- 
tion de Steinberg, Moore et Matsumoto [22], fournissent des revêtements vérifiant nos hy- 
pothèses. La démonstration est basé sur un résultat de Weissman |31]. 

La formule des traces grossière Soit p : G — > G{A) un revêtement au sens ci-dessus. 
Fixons un sous-groupe de Lévi minimal Mq et un sous-groupe compact maximal K C G{A) 
en bonne position relativement à Mq. Notons := p~"'^(G(A)"'^) et G^--{G^) l'ensemble des 
fonctions anti-spécifiques dans C^{G^). Comme dans le cas des groupes réductifs connexes, on 
a la formule des traces grossière 

^(/) = E'^"(/) = E'^x(/), f^C^AG') 

où les indices o correspondent aux classes de conjugaison semi-simples dans G{F) comme 
précédemment, et les indices x correspondent, en gros, aux représentations automorphes cuspi- 
dales spécifiques sur les sous-groupes de Lévi semi-standards de G modulo l'action de W^. 

Ici on observe une asymétrie : le côté géométrique est indexé par toutes les classes de 
conjugaison semi-simples dans G{F), tandis que le côté spectral ne fait intervenir que les 
représentations spécifiques. Nous y remédierons lors du raffinement. 



Raffinement géométrique Pour un groupe réductif connexe G, le raffinement géométrique 
d'un terme Jg repose sur la descente au terme J^^J^^p dans la formule des traces grossière associé 

au commutant connexe G a de a, où a € o. On exprime Jy^'Jp en termes des intégrales orbitales 
pondérées unipotentes définies dans [5]. Les intégrales orbitales pondérées satisfont aussi à une 
formule de descente. En comparant ces formules de descente, on exprime Jg en termes des 
intégrales orbitales pondérées sur le même groupe. 

Le procédé pour un revêtement p : G — >■ G(A) est analogue sauf que le revêtement disparaît 
après la descente, et le résultat n'est plus J^'Jp, mais tordu par un certain caractère de Ga{A) 
à cause du fait qu'un élément dans p~^(Go-(A)) ne commute pas forcément avec le relèvement 
de a dans G. Mentionnons que la partie elliptique de la formule des traces "avec un caractère" 
est beaucoup étudiée (eg. [E]), cependant il nous faut l'autre extrême, la partie unipotente. 

De même, nous définissons les intégrales orbitales pondérées sur les revêtements et leurs 
propriétés se déduisent par descente aux intégrales orbitales pondérées unipotentes sur un groupe 
réductif connexe, et là encore un caractère intervient. 

Notre méthode du raffinement est, pour l'essentiel, celle d'Arthur [U [S]. Or d'une part 
l'adaptation au cas avec caractère n'est pas toujours triviale, et d'autre part nous avons besoin 
de renseignements plus précis sur les coefficients dans le développement géométrique fin avec 
caractère. Cela nécessite la longue section ^ Une fois que le formalisme avec un caractère 
est mis en place, la théorie sur les revêtements en découle par descente. L'un des nouveaux 
ingrédients dans le développement géométrique fin sur les revêtements 16.5.91 est la notion des 
bons éléments (voir 12.6. ip ; pourtant c'est difficile de les caractériser pour les revêtements en 
général. Le résultat 16.5.91 s'écrit 

MeC(Mo) 7e(M(F))f^;'^s°° 
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où 

- M, Wq '^ et S sont pareils que dans le cas des groupes réductifs connexes ; 

- {M{F))^j^^^ est le sous-ensemble de {M{F))m,s défini dans 16.5^ : notons que la seule 
nouveauté est la bonté, les autres conditions sont implicites dans les travaux d'Arthur (cf. 
[lÏÏl Lemma 2.1]) ; 

- la correspondance 7 ç M5 est définie IF. 5. 31 où on suppose que 7 est un représentant 
admissible de la classe de (M, 5)-équivalence ; 

- a^{S,'ys) est le coefficient de ce développement en 75 ; 

- Jj^i'jSjf) est l'intégrale orbitale pondérée anti-spécifique en 75. 

Nous démontrerons que le produit a^'^ {S, 'ys)JjÇj{'ys, f) ne dépend que de la classe de (M, S)- 
équivalence et de /. Donc cette expression est loisible. 

Notons en passant que la démonstration sera beaucoup plus simple si l'on considère un 
revêtement tel que deux éléments dans G commutent si et seulement si leurs images par p 
commutent. Tel est le cas du revêtement métaplectique de Weil. 

Remarquons que notre méthode permet aussi de raffiner le côté géométrique de la formule des 
traces avec caractère pour un groupe réductif connexe (voir l'exemple l5.7.2p . Une généralisation 
aux groupes tordus aura un intérêt arithmétique. 

Structure de cet article Dans ^ nous définissons les revêtements dans le cas local, mettons 
en place le formalisme de base de l'analyse harmonique et fixons les notations. Le traitement 
n'est nullement original, mais nous essayons de travailler dans un cadre général : il n'y a aucune 
hypothèse sur le déploiement, la connexité simple du groupe ou sur les racines d'unité du corps 
en question. 

Dans ^ nous étudions les revêtements "non ramifiés", établissons un isomorphisme de 
Satake et puis définissons les revêtements adéliques. Afin de supporter nos hypothèses, nous 
démontrons que les K2-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne [13] fournissent de tels revêtements 
adéliques. 

La section ^ ne sert qu'à fixer les notations sur les fonctions combinatoires de Langlands 
et les {G, M)-familles. 

Dans ^ nous étudions le côté géométrique de la formule des traces grossière avec un 
caractère. Après l'étude des intégrales orbitales pondérées avec caractère, nous obtenons le 
développement géométrique fin dans ce contexte. Enfin, nous étudions diverses propriétés des 
coefficients dans le développement fin, qui serviront à remonter ce développement au revêtement. 

Dans ^ nous mettons en place d'abord la formule des traces grossière pour les revêtements. 
Puisque des structures analogues sont déjà présentes dans ^6.11 nous procédons rapidement. 
Ensuite, nous définissons les intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques. Le développement 
géométrique fin découle d'une réduction au cas unipotent. Nous donnons aussi des formules 
pour les coefficients similaires à celles d'Arthur. 

Une grande partie de ce travail consiste en des paraphrases des travaux d'Arthur. Vu 
l'épaisseur des ses articles, on se contentera souvent d'indiquer les modifications nécessaires. 

Remerciements Je tiens à remercier Jean-Loup Waldspurger pour avoir attentivement lu le 
manuscrit de cet article et d'avoir signalé des erreurs et inexactitudes. 

Conventions Les schémas en groupes sur une base S sont désignés par les symboles G, 
M etc. Leurs algèbres de Lie sont désignées par g, m etc. Le centre de G est noté Zq, le 
centralisateur d'un sous-schéma en groupes H (resp. d'un 5-point x) est noté Zg{H) (resp. 
Zg{x)) ; le normalisateur de H est noté Ng{H). Soit T un 5-schéma, l'ensemble des T-points 
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d'un S-schéma X est désigné par X{T). Lorsque T = Spec^ où A est une algèbre, on écrit 
aussi X{A) au lieu de X{T). Si A est muni d'une topologie, on munit X[A) de la topologie 
induite. 

Soit F un corps, on fixe une clôture algébrique F de F. Soit G un F-groupe algébrique. 
On désigne l'ensemble des éléments semi-simples dans G{F) par G{F)ss- Soit x S G{F), on 
pose G^ := Zg{x) le commutant de x dans G, et Gx désigne la composante neutre de G^ . 
On dit que x G G{F)ss est régulier (resp. fortement régulier) si Gx (resp. G^) est un tore. On 
désigne la sous- variété des éléments semi-simples réguliers sous- variété des éléments 

unipotents dans G est désignée par Gunip- De même, pour l'algèbre de Lie g, on a la sous- variété 
Qreg des éléments réguliers semi-simples et le cône nilpotent gnii- 

On désigne le sous-groupe dérivé (schématique) de G par Gder et le groupe adjoint par 
Gad- Si G est réductif et connexe, on désigne le revêtement simplement connexe de Gder par 

On dit que deux éléments x,y £ G{F) sont géométriquement conjugués s'ils sont conjugués 
par un élément dans G{F). On définit ainsi les classes de conjugaison géométriques dans G{F). 

Soit F un corps complet à valuation discrète. On utilise toujours la valuation normalisée v 
de sorte que v{F) = 7L. L'anneau des entiers est noté Oj? et l'idéal maximal est noté par ^p. Soit 
F un corps global, on prend les valeurs absolues | • |î, de façon usuelle en chaque place v de telle 
sorte que = 1 pour tout x G F^ . 

Pour deux éléments tt, v dans un groupe quelconque, leur commutateur est défini comme 

[îi, v\ := vT^v^^uv. 

On désigne la fonction modulaire d'un groupe topologique A par (^a(')- On désigne la mesure 
d'un espace mesurable F par mes(i?). 

2 Revêtements locaux 
2.1 Généralités 

Soient F un corps local de caractéristique nulle et M un F-groupe algébrique affine. Un 
revêtement de M{F) à m feuillets (où m G Z \ {0}) est une extension centrale de groupes 
topologiques 

1 ^ DJm ^ M A M(F) ^ 1, 

où ■= € : e™" = 1}. Alors M est unimodulaire si M{F) l'est. Si F est archimédien, 
alors M appartient à la classe de Harish-Chandra. De plus, si -F = C alors p provient d'un 
revêtement étale de C-groupes algébriques affines ( |17] Exp XII, 5.1). Si F est non archimédien, 
alors M est un groupe localement profini. Cela permet de parler de représentation lisses, ad- 
missibles etc. On dit que p est modéré si F est non archimédien de caractéristique résiduelle q 
première à m. Nous adoptons la convention de doter les éléments dans M d'un ~, par exemple 
X, et désignons son image dans M[F) par le symbole sans ~, par exemple x = p(x). 

Remarquons que M{F) agit sur M par conjugaison : de chaque x G M{F) se déduit un 
homomorphisme rh i— )• x~^rhx de M. Sauf mention expresse du contraire, un revêtement signifie 
un revêtement d'un groupe réductif connexe. 

Notons 

ijj;; := Hom([iJm,C^). 

Pour un revêtement à m feuillets p : M — s- M (F), on peut définir les objets spécifiques et anti- 
spécifiques selon l'action de pmi dotés de l'indice — et -- respectivement, ou plus généralement les 
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objets équivariants par rapport à certain élément dans fl^. Plus précisément, soit x- l'inclusion 



Pm 



; pour tout x S Vmi posons 



C-(M) 
C^_{M) 



{/ G Cr(M) : V£ G p^,yx € M, f{ex) = xie)f{x)}, 



Notons n(M) l'ensemble de classes d'équivalences de représentations admissibles irréductibles 
de M, posons 



n^(M) 
n_(M) 
n-(M) 



G n(M) : Ve G QJm, vr(£) = x(e)id}, 
n^_(M), 

n^-i(M). 



De même, on définit l'ensemble Tl2{M) (resp. Iitemp{M), IlunitC-^)) de représentations de la 
série discrète (resp. tempérées, unitaires) de M, et on rajoute les indices —, -- ou x ^ Vm pour 
signifier l'équivariance. 

On a une décomposition canonique C^(M) = C^(M). Cela permet aussi de parler 

de l'équivariance de distributions de sorte qu'une fonction x-équivariante localement intégrable 
fournit une distribution x-équivariante. L'étude des représentations sur les revêtements se 
ramène, pour l'essentiel, à l'étude des représentations spécifiques. 

Remarque 2.1.1. Pour l'étude de représentations x-équivariantes sur M, il suffit de considérer 
les fonctions test x-équivariantes. En effet, supposons fixée une mesure de Haar sur M . Soient 
X,Ç G f^. Pour tout vr G n^(M) et / G C^(M), l'opérateur 

7r(/) = j /(m)7r(m) dm 
M 



est nul sauf si Ç = x- 



2.2 Scindage unipotent 

Conservons les notations précédentes. 

Proposition 2.2.1. // existe une seule section continue s : M„„jj,(F) — )• M de p telle que 

- pour tout sous-groupe unipotent U de M défini sur F, s\ij(^p^ est un homomorphisme ; 

- s est invariant par conjugaison. 

Démonstration. C'est contenu dans [26_, A.l]. Donnons une preuve directe pour le cas de ca- 
ractéristique nulle. L'exponentielle fournit un F-isomorphisme de variétés algébriques 

exp : mnii M^nip- 

Pour tout X = exp(X) dans Munip(-F), prenons x' un relèvement quelconque de exp (^). Alors 
s{x) := (x')™ G p~^(x) est canoniquement défini ; en particulier s est invariant par conjugaison. 
On vérifie aisément la continuité de s. 

Soit U un sous-groupe unipotent de M, alors U{F) est divisible et sans torsion. D'après la 
construction ci-dessus, p se scinde au-dessus de U{F) si et seulement si slui^p-^ est un homomor- 
phisme; de plus, dans ce cas-là s\if(^p^ est l'unique scindage. 
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Montrons que p se scinde au-dessus de U{F). Si U est commutatif, alors s est un homomor- 
phisme d'après la construction, d'oii le scindage. En général, les revêtements à m feuillets de 
U{F) sont classifiés par H"^ {U (F) , pm) (la cohomologie continue) et il suffit de montrer que ce 

est trivial. Supposons que dimC/ > 1. Il existe un sous-groupe algébrique distingué Ui<U 
tel que dimf/i < dimC/ et U/Ui est commutatif. Rappelons que U{F)/Ui{F) = {U/Ui){F) car 
H^{F, Ui) = 0. Pour tout F-groupe unipotent U', on a H^{U'{F), pm) = 0. D'oii la suite exacte 
de restriction-inflation 

^ H\{U/Ui){F), pm) ^ H\U{F), Dj^) ^ H\Ui{F), pm), 

ce qui entraîne que H'^{U{F),pm) = par récurrence. Par conséquent s\ij(^p-^ est un homomor- 
phisme. Comme Munip(i^) est la réunion des U{F), cela caractérise s. □ 

Ce scindage canonique s'appelle le scindage unipotent. Identifions désormais Munip(F) comme 
un sous-ensemble de M via s. Cela permet de généraliser la décomposition de Jordan. 

Proposition 2.2.2. Pour tout x € M , il existe à € M et u € Munip{F) tels que a est semi- 
simple et X = àu = uà. Cette décomposition est unique. 

On dit que â (resp. u) est la partie semi-simple (resp. unipotente) de x. 

Démonstration. Soit x = au = ua la décomposition de Jordan dans M{F) avec a € M{F)ss et 
u € Munip(-F). Prenons l'unique d € p~^(a") de sorte que x = àu. L'unicité de {d,u) provient 
de celle de {a, u). De plus, on a au = uà par l'invariance du scindage unipotent, d'oii le résultat 
cherché. □ 

Corollaire 2.2.3. Soit x = àu la décomposition de Jordan. Soit y G M , alors y commute à x 
si et seulement si y à = ày et yu = uy. 

Démonstration. Cela résulte de l'unicité de la décomposition de Jordan et l'invariance du scin- 
dage unipotent. □ 



2.3 Sous-groupes de Lévi et paraboliques 

Passons en revue la description des sous-groupes paraboliques. Les détails se trouvent dans 
pn §5]. Soit F un corps quelconque et G un F-groupe réductif connexe. Fixons un sous-groupe 
de Lévi minimal Mq de G : c'est le centralisateur d'un F-tore déployé maximal Aq. Un sous- 
groupe de Lévi M est dit semi-standard si M D Mq, un sous-groupe parabolique P est dit semi- 
standard si P D Aq. Tout sous-groupe parabolique semi-standard P admet une décomposition 
de Lévi canonique P = MpUp avec Mp semi-standard et Up le radical unipotent de P. Notons 
P = MpU-p le sous-groupe parabolique opposé de P. 

Pour un sous-groupe de Lévi semi-standard M, définissons les ensembles finis suivants 

C{M) := {les Lévis contenant M}, 

'P{M) := {les paraboliques dont M est un facteur de Lévi}, 
T{M) := {les paraboliques contenant M}. 

Nous indiquons le groupe ambiant G en exposant dans ces notations : C'^{M), V^{M), 
F^{M) lorsqu'il y a crainte de confusion. 

Notons Am le -F-tore central déployé maximal dans M. Si P G V{M), notons Ap := Am. 
Posons aussi X*{M) := Homaig(M, Gm) et ap = oa/ := Hom(X*(M),M). Relativisons ces 
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constructions. PoTir tous L, M semi-standards tels que L D M, on sait définir les M-espaces 
vectoriels de dimension finie avec une suite exacte courte scindée canonique 

ttL ^ Om ^ CIm ^ 0. 

Ainsi, on regarde comme sous-espace de Oq. En dualisant, on en déduit des suites exactes 
courtes scindées pour (a^)*, etc. Les complexifiés des espaces sont notés par a^^, (ci^c)*' 
etc. 

Pour tout M G C{Mo), notons le groupe de Wcyl de M. Si M = G, on le note aussi Wç,. 
Pour deux sous-groupes paraboliques semi-standards P,P', "l'ensemble de Weyl" W{ap, ap') 
est l'ensemble des isomorphismes linéaires ap — )■ ttp' obtenus en restreignant les isomorphismes 
Oo — >■ Oo induits par Wq^. En particulier, on peut définir les groupes W{ap) :=W{ap,ap). Deux 
sous-groupes paraboliques semi-standards P,P' sont dits associés si W{ap, ap') ^ 0. 

Fixons Pq € V{Mq). Un sous-groupe parabolique P est dit standard si P D Pq. Un sous- 
groupe de Lévi M est dit standard s'il existe un sous-groupe parabolique standard P avec 
décomposition de Lcvi canonique P = MU. Soit P un sous-groupe parabolique. Il existe un 
sous-ensemble fini Ep C X*{Ap) C ap paramétrisant la décomposition 

up := Lie (Up) = 

aeSp 

en espaces propres pour l'action adjointe de Ap. Par abus de notation, on dit aussi que Sp est 

l'ensemble des racines pour {Ap,P), bien qu'il ne forme pas un système de racines en général. 
Notons Ep'^ le sous-ensemble de Sp des racines réduites, i.e. indivisibles. Posons 

PP ■=\ X] (dimUa)». 

aeSp 

Soit Aq = Aq^ l'ensemble des racines simples de {Ao,Po), c'est une base pour {o-q)*. Les pa- 
raboliques standards sont en correspondance biunivoque P o A^ avec les sous-cnscmbles de Aq 
préservant l'ordre. Plus précisément, supposons que P D Pq et soit P = MU la décomposition 
de Lévi canonique; posons Ap := Aq \ A^. On peut identifier Ap à un sous-ensemble de 
Sp^ par restriction. Tout élément dans Sp admet une unique écriture en combinaison linéaire 
d'éléments de Ap à coefficients dans Z>o. 

On obtient ainsi les bases 

Aq c (a^)* : racines simples, 
Aq c 0^ : coracines simples, 
Aq c (a^)* : la base duale de Aq , 
Aq c 0^ : la base duale de Aq. 

On peut aussi relativiser cette situation : étant donnés sous-groupes paraboliques standards 
P D Q, on obtient les bases 

A pv p 
AS c {a^r, 
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2.4 L'application de Harish-Chandra : le cas local 

On se donne F un corps local, G un F-groupe réductif dont M est un sous-groupe de Lévi. 
On définit l'homomorphisme de Harish-Chandra local Hm : M{F) —s- oj\f par 

VxGX*(M), {x,HM{x)) = log\x{x)\. 

Définition 2.4.1. On dit qu'un sous-groupe compact maximal K C G{F) est en bonne position 
relativement à M (et réciproquement) si 

- dans le cas F archimédien, les algèbres de Lie de K et de Am{F) sont orthogonales par 
rapport à la forme de Killing de G ; 

— dans le cas F non archimédien, K est associé à un sommet spécial dans l'immeuble de 
Bruhat-Tits élargi de G, noté J^{G), qui appartient à l'image d'une immersion équivariante 
^(M) ^ J^{G). 

Arthur l'appelle admissible dans [3]. 

Notons M{Fy := Ker {Hm)- Si P G V{M) et K est un sous-groupe compact maximal en 
bonne position relativement à M, alors la décomposition d'Iwasawa G{F) = P[F)K permet de 
prolonger H m en une fonction Hp : G (F) —s- a a/ en posant 

Hp{umk) = Huira), u G U{F),m G M{F),k G K. 

Pour tout X G G{F), Hp{x) est déterminé par la classe de x dans U {F)\G{F) / K . La fonction 
modulaire 5p de P{F) s'exprime comme Sp{x) = e^^^^'^^^^^^. 

Nous adoptons la convention suivante : soit x G G {F), écrivons-le comme 

X = up{x)mp(x)kp{x) G G{F), 
up{x) G Up{F),mp{x) G Mp{F),kp{x) G K; 

à l'aide de la décomposition d'Iwasawa ; l'élément mp{x) (resp. kp{x)) est uniquement déterminé 
comme une classe dans M{F)/M{F) n K (resp. dans P{F) n K\K). 
Posons 

au, F ■.= Hm{M{F)), 
au, F ■■= Hm{Am{F)). 

Ils coïncident avec om si F est archimédien; sinon ils sont des réseaux dans ac- Définissons 
leurs réseaux duaux dans î&^j 

^)vi,F '■= Hom(aM,F, 27rzZ), 
^M,F '■= Hom(àM,F, 27riZ). 

Ils se réduisent à {0} si F est archimédien; sinon ia\.Ja\,j p et ia\j/a\j p sont des tores réels 
compacts. 

Considérons un revêtement à m feuillets p : G ^ G{F). On prend les images réciproques 
M (resp. P) par p des sous-groupes de Lévi M (resp. sous-groupes paraboliques P) de G. Soit 
M G C{Mq). En composant H m avec p, on obtient H m '■ M om ; en particulier on sait définir 

:= Ker (/7m) = p'HM{F)^). 
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2.5 Mesures et intégrales 

Soient F un corps local de caractéristique nulle et G un groupe F-réductif connexe. Sup- 
posons fixées des mesures de Haar sur M{F) pour tout sous-groupe de Lévi M. Imposons les 
règles suivantes 

- un sous-groupe compact maximal fixé de G{F) est de masse totale 1 ; 

- un groupe discret est muni de la mesure de comptage. 

Fixons des mesures de Haar sur oa/ pour tout sous-groupe de Lévi M de G, d'oii les mesures 
de Haar duales sur ia\j au sens que 



j j 0(i/)e-<^'^> àH dA = (/.(O) 



pour tout h € Cc(oAf). Si F est non archimédien, nous demandons que 

mes(iaM/àX/,F) = 1- 

Comme Ôm,f est soit discret, soit égal à om; et Ker (iî^f Um(-F)) compact, on normalise 
ainsi la mesure de Haar sur Am{F). De même, une mesure de Haar sur M {F) induit une mesure 
de Haar sur M(F)^ 

Fixons désormais une forme quadratique définie positive Wo-invariante sur oq. Soient L D M 
deux sous-groupes de Lévi de G, on vérifie que la décomposition canonique 

QM = ÛM ffî 11 

est orthogonale par rapport à la forme quadratique pyo-invariante. Puisque les mesures de Haar 
sur ùM et ai sont déjà fixées, on en déduit une mesure canonique sur a^^. En dualisant, on 



m) 



normalise la mesure de Haar sur (a 

Soient P = MU G 'P{M) et K un sous-groupe compact maximal en bonne position relati- 
vement à M, alors on dispose de la décomposition d'Iwasawa G{F) = U{F)M{F)K. Il existe 
une mesure de Haar sur U{F) de sorte que pour tout / G Cc{G{F)), 

(1) J f{x)dx= JJJ f{umk)ôp{m)^^dkdmdu. 
G{F) U{F)xM{F)xK 

Dans le cas F non archimédien et G non ramifié, la compatibilité des mesures est simple. 
Prenons K hyperspécial. Prenons la mesure de Haar sur G{F) (resp. M(F),U{F)) telle que 
G{F) n K (resp. M{F) n K, U{F) K) a, masse totale 1. Alors ces mesures vérifient 

Considérons maintenant les revêtements. Conservons les conventions précédentes pour les 
groupes réductifs et leurs sous-groupes. Imposons la règle suivante pour les mesures sur les 
revêtements : 

- supposons que p : ^ — )• i? est un revêtement fini de groupes topologiques localement 
compacts, et B est muni d'une mesure de Haar, alors A est muni de la mesure de Haar 
telle que mesB(i?) = mesA(p~"'^(-E')) pour tout E C A mesurable. 
Montrons qu'avec nos définitions, appliquées au revêtements de G(F), les formules d'intégration 
habituelles restent valables. Soit p : G — )• G{F) un revêtement à m feuillets. En prenant les 
images réciproques par p et en utilisant le scindage unipotent, on a G = U{F)MK. Prenons 
les mesures de Haar sur G^ M et K selon la règle ci-dessus. Alors pour tout / G Gc(G), on a 

(2) j f{x)dx= JJJ f{umk)ôp{m)^^dkdrhdu. 

G U{F)xMxK 
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En effet, il suffit de le vérffier pour les fonctions / qui se factorisent par p : G ^ G{F). 
La convention sur les mesures permet de remplacer l'intégrale sur G par celle sur G{F), et 
idem pour M, M{F) et K, K. L'identité cherchée en résulte. Les compatibilités avec d'autres 
décompositions (eg. la décomposition G = KAK) se vérifient de la même manière. 

2.6 Commutateurs 

On revient aux notations de ^2.11 Définissons la sous-variété 

Comm(M) := {{x,y) G M x M : xy = yx}. 
Pour {x,y) € Comm(M)(F), choisissons des relèvements x,y G M, alors le commutateur 

[x,y] := x~^y'^xy G qj^; 

ne dépend pas du choix de relèvements. On en déduit une application continue [•, •] : Comm(M)(F) 
[Jm, notée {x^y) i->- Les propriétés suivantes sont immédiates. 

- Si commutent à y, alors [xx' ,y] = [x,y][x' ,y]. 

- Soit t G M(F), alors [txt"\tyt"^] = [x,y] pour tout G Comm(M)(F). 

- Pour tout {x,y) G Comm(M)(F), on a \x,y] = 

- Si G Comm(M)(F) et s'ils appartiennent à un sous-groupe de M{F) sur lequel p 
est scindé, alors [x,y] = 1. 

Soit 7 G M (F), on a 

y^^jy = [7,y]7, 

D'où un homomorphisme continu M"' (F) noté [-,7] : y 1— > [y, 7]. 

Définition 2.6.1 (cf. [IBi 1.8] ). Un élément 7 G M (F) est dit bon si [•, 7] = 1 sur M^{F). Cette 
propriété ne dépend que de la classe de conjugaison de 7. On dit qu'une classe de conjugaison 
dans M est bonne si son image par p l'est. 

Montrons que la bonté est stable par petite perturbation par le centre. Posons 

(3) AM{Fy ■.= AM{Fr, 

(4) Â^:=p-\Am{F)), 

(5) Âm^ ■.= p-\Am{F)^). 



Alors Am^ (resp. AMiF)"^) est un sous-groupe ouvert et fermé d'indice fini de Am (resp. de 
Am{F)). De plus, Ajy/ est central dans M. 

Lemme 2.6.2. Pour tout 7 G M (F) et tout a G Am{F)^ , 7 est bon si et seulement si 07 l'est. 

Démonstration. On a M"'^ = M'^ car a G Am{F). Soit x G M'^^ , on a [^,07] = [^,7] car Ai\,/ 
est central. Cela permet de conclure. □ 
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3 Revêtements non ramifiés et adéliques 



3.1 Le cas non ramifié 

Soit F un corps local non archimédien avec q := \of/Pf\- On se donne un revêtement 
p : M ^ M{F) à m feuillets tel que M est non ramifié. Fixons un sous-groupe hyperspécial 
K C M{F) et supposons qu'il existe un scindage continu s : K ^ M de p au-dessus de K. 

Regardons K comme un sous- groupe de M en fixant un tel scindage s. Prenons la mesure 
de Haar sur M {F) telle que mes(X) = 1, d'oii une mesure de Haar sur M selon les conventions 
de ^2.51 Cette mesure est canonique car les sous-groupes hyperspéciaux sont conjugués par 

MAD(i^). 

On définit l'algèbre de Hecke sphérique 'H{G//K) : c'est l'espace des fonctions iC-bi-invariantes 
à support compact, muni du produit de convolution. Soit x £ DJmi posons 'H'^{G//K) := 
n{G//K) n (G) ; c'est une sous-algèbre et on a n{G//K) = Y[^^^ U^iGHK). Définissons 
la fonction ^k,x ^ ^x(^//-^) ^ support dans K telle que 

Selon notre convention de mesures, fK,x 6st l'unité de 'H^{G//K). Si x = on considère 

l'algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique), posons Jk = fK,x- 

En particulier, on peut définir l'algèbre de Hecke anti-spécifique associée à K, notée 7i--{G//K) 
dont fx est l'unité. De même, on peut définir l'algèbre d'Iwahori-Hecke anti-spécifique (ou plus 
généralement, x-équivariante) sous les mêmes hypothèses. 

Définition 3.1.1. On dit qu'un triplet (p,K,s) vérifie la condition non ramifiée si 

- p : M — >■ M{F) est un revêtement ; 

- K C. M{F) est un sous-groupe hyperspécial ; 

- s : K ^ M est un scindage de p au-dessus de K par lequel K s'identifie à un sous-groupe 
de M; 

- q est premier avec m := |Ker (p)|, i.e. p est modéré ; 

- soient T un i^'-tore déployé maximal et Mo := Zm{T) en bonne position relativement à 
K, alors le groupe 

(6) H:=Zj^^{KnMo{F)) 
est commutatif. 

Par abus de notations, on dit aussi que p : M — )■ M {F) muni des données {K, s) est un 
revêtement non ramifié. 

La dernière condition technique sert à garantir la commutativité de l'algèbre de Hecke, ce 
qui fait l'objet du paragraphe suivant. Observons aussi que les -F-tores déployés maximaux en 
bonne position relativement à K sont conjugués par K, d'après |12l 7.4.9 (i)]. 

Lemme 3.1.2. Si la condition \3.1.1\ est vérifiée, alors le scindage unipotent \2.2. 1\ coïncide avec 
s sur K DMumpiF). 

Démonstration. 11 suffit de le vérifier sur K DU (F) où U est un sous-groupe unipotent quel- 
conque. Notons p la caractéristique résiduelle de F. Comme U (F) est une union croissante de 
pro-p-groupes, KnU (F) est un pro-p-groupe. Donc l'application u i-^- est un homéomorphisme 
de -ftTn U{F) sur lui-même car m est premier à p. Vu la construction du scindage unipotent, on 
voit qu'il n'existe qu'un seul scindage possible de p au-dessus de K nU (F) . □ 
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Remarque 3.1.3. Soit p : M — )• M (F) un revêtement à m feuillets. Soit jj^ [Mm' un 
homomorphisme quelconque et posons p' : M' — )• M (F) la poussée-en-avant de p via — ^ Pm'- 
Alors le triplet {p',K,s) vérifie la condition non ramifiée si {p,K,s) la vérifie. 

Remarque 3.1.4. Soit p : G ^ G{F) un revêtement et (p, K, s) un triplet vérifiant la condition 
non ramifiée pour G. Soient M un sous-groupe de Lévi en bonne position relativement à M et 
Pm '■ M — )• M{F) le revêtement induit. Alors {pm, K H M{F), s\KnM{F)) satisfait aussi à la 
condition non ramifiée pour M. 

3.2 Isomorphisme de Satake 

Considérons un revêtement p : G — )• G{F) avec un sous-groupe hyperspécial K et un 
scindage s : K ^ G vérifiant la condition non ramifiée. Nous allons établir une variante de 
l'isomorphisme de Satake. 

Définissons le support de l'algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique par 

Supp(?^-(G//i^)) := U {Supp(/) : / G . 

Fixons désormais un F-tore déployé maximal T en bonne position relativement à K. Alors 
Mq := ZoÇT) est un sous-groupe de Lévi minimal de G ; de plus, Mq est un F-toie non ramifié. 
Posons Kq := k r\ Mq{F). Définissons H C T comme dans IS.l.Tl 

Lemme 3.2.1 (cf. [Ml 9.2] ). On a Snpp{n-{G// K)) = KHK. 

Démonstration. Dans |23) on ne considère que les groupes déployés, or la même preuve s'adapte 
aux groupes réductifs connexes non ramifiés sans modification. □ 

Remarque 3.2.2. C'est loisible d'identifier à {NGiT){F) D K)/Ko. Comme Kq centralise 
H, on voit que opère sur H. D'autre part, 13.2.11 appliqué à Mq et Kq affirme que 

Supp{n-{Mo//Ko)) = H 

(on peut aussi le vérifier directement). Cela permet de faire opérer Wq^ sur T-L--{Mq// Kq) de 
façon canonique. 

Posons 

A := {A € X,{T) : A(ru^) G p(#)}, 

Alors A est un sous- réseau de X*(T) ayant le même rang; en effet, A D mX^:{T). 

Lemme 3.2.3. L'algèbre 7i--{Mo//Ko) est commutative. De plus, elle est isomorphe à l'algèbre 
C[A], ce qui s'identifie à l'algèbre en polynômes de dimX*(T) variables. 

Démonstration. Il suffit de considérer le support de ^.--{Mq// Kq). On a déjà remarqué que 
Supp{'H--{Mq//Kq)) = H, qui est commutatif selon 13.1711 

Choisissons une Z-base Ai, . . . , A^ de A. Pour tout 1 < i < r, prenons une fonction fi G 
T-L--{Mq// Kq) à support dans Kqp^^ [X{w f))Kq. Alors Xi i->- fi se prolonge en un isomorphisme 
C[K\^n-{Mo//Ka). □ 
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Fixons Pq = MqUq G V{Mq). Prenons la mesure de Haar sur Uo{F) telle que mes{K n 
Uq{F)) = 1. Définissons l'application 

S:n-{G//K)^'H-{Mo//Ko) 

S{f){x) = ôp^ix)-^ j f{ux)du. 

Uo{F) 

On vérifie que S est un homomorphisme de C-algèbres et il est à image dans l-i--{MQ //Kq)^o . 
Les arguments sont identiques à ceux pour le cas des groupes réductifs, cf. [Hl §4] §4. Par contre, 
le lemme suivant fait intervenir le revêtement. 

Lemme 3.2.4. Soit t T tel que \a{t)\ > 1 pour toute racine positive a pour (T,P). Alors on 
a 

KiK nUo{F)tK = ÏK. 
Si u (z Uo{F), k Çi K satisfont à ut = tk, alors u € Uo{F) n K . 

Démonstration. L'inclusion KtK n Uo{F)tK D tK est claire. Prouvons l'autre inclusion dans 
le premier énoncé. Dans G{F) on a KtK nUo{F)tK = tK d'après [12 4.4.4]. Soient u G Uo{F) 
et k € K tels que utk € KtK n Uo{F)tK. Il existe donc e S pm et k' € K tels que utk = etk' . 
Posons k" := k'k"^, alors 

ut = etk", 

ou encore 

t~^ut = sk". 

D'après l'invariance du scindage unipotent 12.2.11 et la compatibilité I3.1.2^ on a e = 1. Cela 
prouve à la fois les deux énoncés voulus. □ 

Proposition 3.2.5. On a l'isomorphisme d'algèbres 

n-{G//K)^n-{M^//K^)'^o. 

Démonstration. Il suffit de reprendre la démonstration usuelle de l'isomorphisme de Satake sauf 
qu'il faut utiliser [3. 2. 41 Plus précisément, soient A, A' G X*(T), écrivons A <Po A' si (a. A' — A) > 
pour tout a G Aq. Posons 

A" := {A G A : A <p„ 0}. 

Pour tout t G T n i?, on peut prendre fi l'élément de ^--{G // K) à support dans KtK 
tel que fi{t) = 1 d'après [3.2.11 Pour tout A G A~, sélectionnons une image réciproque t de 
t = \{wf) g T et posons fx := f^. D'après la décomposition de Cartan et 13.2. H on voit que 
B := {fx : X e A~} est une base pour U--{G//K). 

La même construction fournit une base {gx : A G A} pour 'H--{Mq// Kq). Pour tout [A] G 
A/VFq^, posons 

xe[x] 

Alors Bo ■■= {/[A] : [A] G A/W^} est une base pour n-{Mo// Ko)^« . Chaque Wg^-orbite dans 
A rencontre A~ en un et un seul point, par conséquent B et Bq sont en bijection canonique. 

Sélectionnons un ordre total < sur X^(T) tel que A <Po A' entraîne A < A'. Identifions X^(T) 
et T{F) /T{F) n -fC à l'aide de A i-^ \{wf) et notons v : T[F) X*(T) l'homomorphisme ainsi 
obtenu. Dans G{F), on a 

Vt, t' G r(F), Kt'K n UoiF)tK / ^ iy{t) <p^ u{t') 
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d'après [121 4.4.4]. Il en résulte que S s'écrit dans les bases B,Bo comme 

Sfx'=Y,ciX,X')f[x], c(A,A')eC\ 

A<A' 

C'est une matrice triangulaire inférieure. Montrons qu'il n'y a pas de zéro dans la diagonale. 
Étant fixé A' G A^, sélectionnons t' € p^^{\'{wp)) comme précédemment, alors i' satisfait à 
l'hypothèse de 13.2.41 Maintenant 13.2.41 entraîne que 

{Sfy)it')=ôp,itT'^ j h'{ut')àu = ôp,{t')-"2 j léu. 

Uo(F) Uo{F)nK 

Cela entraîne que c(A', A') = (5po(t')~2 ^ 0, ce qu'il fallait démontrer. □ 

Vu 13.2.31 on en déduit 
Corollaire 3.2.6. L'algèbre T-L--{G//K) est commutative de type fini sur C 



3.3 Le cas adélique 

Considérons un corps de nombres F et posons A = HL-^f anneau d'adèles. Notons Vp 
l'ensemble de places de F. Notons Voo := {v & Vp : v\oo}. Pour S C Vp, nous utilisons l'indice 
S (eg. Fs, TTs', fs) pour signifier les composantes v € S et l'exposant 5 (eg. F^ , , f^) pour 
signifier les composantes v ^ S. 

Comme dans le cas local, on se donne un F-groupe réductif M, un entier m et on considère 
une extension centrale de groupes topologiques 

1 [Mm ^ Af A M(A) 1. 

Soit 5 C Vf fini. Notons P5 : Ms M{Fs) la fibre de p au-dessus de M{Fs). Lorsque S = {v} 
on écrit tout simplement p„ : M{Fy), c'est un revêtement de M{Fy). 

On dit que p : M ^ M(A) est un revêtement à m feuillets si l'on se donne les données 

- une immersion i : M{F) M qui scinde p au-dessus de M{F) ; 

- un ensemble fini de places Fram ^ Voc 

- un modèle lisse et connexe de M sur Oram> l'anneau de (Vram \ Voo)-entiers dans F ; 
vérifiant les conditions suivantes 

(Cl) pour toute v ^ Vra.ni, posons Ky := M(o^), alors il existe un scindage continu : Ky — > My 
que l'on fixe ; 

(G2) le triplet (p^, : My — )• M{Fy), Ky, Sy) vérifie la condition non ramifiée 13.1.11 : 

(G3) pour tout voisinage V de 1 dans M, il existe un ensemble fini de places 5 D Vram tel que 
Sy{Ky) C V pour tout V ^ S. 

Ces propriétés passent aux sous-groupes de Lévi et sont stables par pousser-en-avant en pm- 

Le lemme 13.1.21 permet de définir le scindage unipotent adélique Munip(A) — ?> M en ras- 
semblant les scindages unipotents locaux. Vu la construction du scindage unipotent, le résultat 
suivant est clair. 

Lemme 3.3.1. Le scindage i et le scindage unipotent coïncident sur Munip(i^)- 
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Nous supprimons systématiquement les symboles i et {sv)^^y^^^, et nous regardons G{F) et 

comme des sous-groupes de M. 

Soit S C Vf, on a l'isomorphisme canonique 

où le produit restreint est pris par rapport aux Ky pour V (ji T^'am si liS] — oo, et 

Lorsque S = Vp, posons tout simplement N = N5. 

Le choix de Vranu le Oram-modèle lisse et le relèvement de Ky n'ont pas d'importance es- 
sentielle, quitte à passer à un ensemble fini de places plus grand. Etant donné un revêtement 
adélique, nous supposons fixées des telles données dans l'article. 

Un élément x E M5 s'exprime comme [xt,]i,g5, 011 (xi,)^gs' est un représentant de x dans 
n^g^çMt,. Par abus de notation, on écrit les décompositions tensorielles vr = 'S)vgs'^'" powc des 
représentations irréductibles admissibles (resp. / = Yl^^g fv pour des fonctions) sur M5, 011 vr^ 
(resp. /„) sont des représentations (resp. fonctions) sur M^, bien que vr et / sont définies sur le 
quotient Yl^^s^^/^s- ^ ^ lî^' ^lors / = fy est x-équivariant si et seulement si chaque 
fy l'est. Idem pour les représentations. 

Les mêmes conventions de mesures de ^2.51 s'imposent dans ce cadre ; nous demandons de 
plus que 

- si f ^ Karti) on utilise la mesure sur M{Fy) pour laquelle m.esM(Fv){^v) = 1 ; 

- pour tout sous-groupe unipotent U C M, on prend la mesure sur U (A) pour laquelle 

mes(C/(F)\C/(A)) = 1. 

De tels choix sont possibles. On a les mêmes formules d'intégration comme précédemment. 



3.4 L'application de Harish-Chandra : le cas adélique 

L'application de Harish-Chandra s'adapte au cas adélique : soient G un F-groupe réductif 
connexe et M un sous-groupe de Lévi. Définissons Hm '■ M(A) — )• oa/ par 

VxGX*(M), {x,HM{x))=\og\x{x)\ 

\ ' \ — Wv I ■ \v est la valeur absolue adélique. Notons M(A)^ := Ker (iî^)) alors M{F) C 
M(A)i. 

Définition 3.4.1. On dit qu'un sous-groupe compact maximal K = Y\yKy de G(A) est en 
bonne position (ou réciproquement) relativement à M si Ky l'est pour tout v. 

Fixons un tel sous-groupe compact maximal K. Soit P = MU G V{M), on obtient l'appli- 
cation Hp : G (A) — )■ ttM en posant 

Hp{umk) = Huim), u G U{A),m G M{A),k G K. 

Soit p : G —?■ G{A) un revêtement adélique. Prenons les groupes K et P = MU comme 
précédemment et notons M = p~^(M(A)), K = p^^(K). On a la formule d'intégration (cf. ([2|)) 

G U{A)xMxK 
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En composant les applications Hm, Hp ci-dessus avec p, on obtient leurs avatars sur le 
revêtement, notés encore Hm, Hp. Posons = Ker {Hq) = p~^(G(A)^), on a G{F) C . Les 
notions de domaines de Siegel, hauteurs etc. se généralisent à cette situation. Cela permet de 
développer la théorie des formes automorphes et la décomposition spectrale sur les revêtements 
(voir [26, 1.2]). 

Signalons une décomposition utile pour l'étude de la formule des traces. Posons Fqo := 
ritiioo ■ F-ioie Ag étant déployé, il est l'extension des scalaires d'un Q-tore déployé Aq^q- 
L'immersion canonique M — )• Foo fournit une immersion Ag'^q(M) ^ Ag{Foo)- Notons Ag^qo la 
composante neutre de j4g^q(]R) pour la topologie usuelle. On vérifie que G(A) = G{A)^ x Ag^oo- 
Si M est un sous-groupe de Lévi, alors il existe une immersion canonique Ag,oo ^ ^M,oo- 
Rappelons que Ag ^oo est un produit de M>o, donc simplement connexe. Cela permet de relever 
la décomposition ci-dessus canoniquement au revêtement : G = G^ x Ag,oo- 

3.5 K2-torseurs multiplicatifs de Brylinski-Deligne 

Montrons que les revêtements provenant des K2-torseurs multiplicatifs de Brylinski et De- 
ligne [13] satisfont nos hypothèses pour un revêtement adélique. Dans le cas G simplement 
connexe et déployé, ce sont exactement les extensions considérées dans [22]. Rappelons très 
brièvement la construction. 

Soit S un schéma quelconque, notons S'zar le gros site de Zariski associé. La iC-théorie de 
Quillen fournit des faisceaux en groupes (K„)„>o sur Sza.T ] notons que Ki = Gm- Soit G un 
S-schéma en groupes réductif connexe. Une extension centrale par K2 est alors un K2-torseur 
G{-) sur G muni d'une structure multiplicative convenable (voir [TÏÏl §1]) dans la catégorie 
des faisceaux en groupes sur S'zar- Nous l'appelons un K2-torseur multiplicatif. Lorsque S est 
régulier de type fini sur un corps, la catégorie de ces torseurs est concrètement décrite dans [I3] . 

Dans ce qui suit, G désigne toujours un groupe réductif connexe sur la base en question 
et G(-) désigne un K2-torseur multiplicatif sur G. Puisque G(-) — > G est un torseur pour la 
topologie de Zariski, si S est le spectre d'un corps ou d'un anneau à valuation discrète, alors 
K.2{S) ^ G{S) G{S) est une extension centrale de groupes. 



Revêtements locaux Prenons F un corps local, X := Spec-F. Le théorème de Matsumoto 
assure que K2{F) est l'objet initial de la catégorie des applications (dites "symboles") 

{•, •} : F^ X F^ A, ^ : un groupe abélien, 

tel que {•, •} est bi-multiplicatif, alterné et {x,y} = 1 lorsque x + y = 1. Ainsi on peut par- 
ler des symboles localement constants sur F^ x F^ . D'après un théorème de Moore, cette 
sous-catégorie admet un objet initial K2°^^{F) muni d'un homomorphisme naturel K2{F) — )• 
1^2°"^* (i^) . Désignons le groupe de racines d'unité dans F par /u(F). On a 



({!}, si F 



smon. 



Posons np := |-fC2°"*(-F)|. Alors F^ x F^ — ;> K2'^^{F) s'identifie au ni^-ième symbole de 
Hilbert, et iv:|°°*(F) ~ pn^- 

Soit G(-) un K2-torseur multiplicatif sur G. On prend les F-points et on obtient une exten- 
sion centrale G{F) de G{F) par K2{F). On la pousse via K2{F) — > Kf'^^{F). De la structure 
de torseur se déduisent des trivialisations locales (pour la topologie de Zariski) de cette exten- 
sion centrale. Ces cartes se recollent via des sections locales de K2 sur G, qui fournissent des 
fonctions dans K^'^'^{F) sur des ouverts de G{F). Elles sont localement constantes sur G{F) 
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(pour la topologie induite par | • \p) d'après [THl 10.2], donc on obtient une extension centrale 
topologique K2°"^{F) ^ G ^ G (F). Si l'on choisit un isomorphisme i^2™*(F) ~ Pnp, alors on 
obtient un revêtement k np feuillets de G{F) selon la définition dans ^ 

Extension résiduelle Décrivons la construction dans |13[ 12.11] qui sera bientôt utile. On se 
donne un corps local non archimédien F. Posons V := Spec (op), rj son point générique et s son 
point spécial. Soient Xy un ^-schéma lisse, X^/ (resp. Xg) sa fibre générique (resp. spéciale) et 
E un K2-torseur sur X^. Avec les notations standards, on a les inclusions 

j i 
X^ ^ Xy ^ Xs- 

Imposons d'abord la condition suivante : 
(*) chaque point de Xg admet un voisinage ouvert \J dans Xy tel que E se trivialise sur C/nX^. 

Cette condition dit que 2*F est un j*K2-torseur sur Xy . Via l'homomorphisme de résidu 
j*K2 i*Ki = iJGsra-, on obtient un f*Gm-torseur sur Xy, ou ce qui revient au même, un 
Gm-torseur sur X^. Notons- le Eg. 

Prenons maintenant Xy = Gy un schéma en groupes réductif, avec fibre générique G et 
fibre spécial Gg. Prenons E = G(-) un K2-torseur multiplicatif sur G. Alors hérite la 

structure multiplicative : on obtient ainsi une extension centrale de G s par Gm- 

En général, la condition (*) est satisfaite quitte à passer à un revêtement étale V — )• V . On 
construit ainsi le Gm-torseur G{^s par descente galoisienne. On l'appelle l'extension résiduelle 
de G(-). Si l'extension résiduelle est scindée, on dit que G(-) est résiduellement scindé. 

Revêtements adéliques Prenons F un corps de nombres, X := Spec(Oi?); posons np := 
]/i(F)]. Soient G un F-groupe réductif connexe et G'(-) un K2-torseur sur G. 

Prenons 5*1 un ensemble fini de points fermés de X (i.e. des places non archimédiennes) . 
Notons 5* l'union de avec les places archimédiennes de F . Pour S\ suffisamment grand, on 
peut supposer que : 

- G admet un modèle lisse sur X\S\\ 

- G{-) est la fibre générique d'un K2-torseur sur G défini sur X\Si, notée encore G(-) (voir 
m 10.5]); 

- np^ est premier avec la caractéristique résiduelle de Fy pour tout v Çi X\Si. 

Soient (5'i,G, G(-)) et (5J, G', G"(-)) deux données comme ci-dessus, alors elles deviennent iso- 
morphes si l'on se restreint à X \ S" oii S" D 5i U 5[ est fini et assez grand. 
Soit V une place de F, on construit l'extension centrale topologique 

(7) 1 ^ K^2'"'\Fv) ^G,^ GiF,) ^ 1. 

D'autre part, [13", 10.6] affirme que H^{X \ Si, K2) = 0, d'où une extension centrale 

(8) 1 ^ H°{X \ Si, K2) ^ ^(X \ Si) G(X \ Si) 1. 

Pour toute place il y a un morphisme naturel de ([5]) dans ([7]). Lorsque v G X \ 5i, ce 
morphisme se factorise via 

1 K2{0y) G(o^) G{Oy) 1 

" " \' 

1 i^2'°"*(^.) G. G{F,) 1. 
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Or np^ est premier avec la caractéristique résiduelle de donc la composée K2{0y) — )• 
K2{Fv) — > K2°^^[Fy) est triviale et ce diagramme fournit un scindage de ([7]) au-dessus de 
G(o,). 

Réunissant ce que l'on a obtenu, il a un diagramme commutatif avec lignes exactes 



1 



■i/0(X\5i,K2) 



as 



■ G{X \ Si 



G{X \ Si 



■Gs X Uvex\s^G{o■a) 



&X\Si 



HF.y-KF)] 



et la dernière ligne s'obtient de la deuxième en poussant- 



où as iiCv) v€S ) 

F^^C 

en-avant via as- La flèche --^ provient du fait que l'application H^{X \ S'i,K2) — )• fJ-iF) ainsi 

obtenue est triviale, ce qu'assure la réciprocité de Moore [13, (10.4.2)]. 

On passe à la limite par rapport à 5*1 et on obtient une extension centrale topologique 
~ p 

^ G ^ G{A). Elle se scinde canoniquement au-dessus de nî;gx\5i G{Ov) et au-dessus 
de G{F) (à l'aide de — ->). Enfin, on peut identifier fi{F) et pnp, mais il n'y a pas de choix 
canonique. On vérifie sans peine que p satisfait aux conditions d'un revêtement adélique (avec 
Vram := S) sauf la commutativité du groupe H dans ([6]), ce qui fait l'objet du paragraphe 
suivant. 

Remarquons aussi que, pour toute place v, la fibre locale : G^, — > G{Fy) de p est la 
poussée-en-avant de (HD via \^np,^ Pup, C '—^ çi>^(^^y-f^(^^\ 



Vérification des hypothèses Plaçons-nous dans le cas F un corps de nombres avec G, G{-) 

~ p 

comme précédent. On construit l'extension centrale topologique n{F) ^ G ^ G{A). Identifions 
n{F) et pnp en fixant un générateur de fJ-{F). Le but est l'énoncé suivant. 

Théorème 3.5.1. Les données ci- dessus forment un revêtement de G(A) à np-feuillets. 

Soit S D Kam un ensemble fini de places de F vérifiant les conditions dans le paragraphe 
précédent. Soit v ^ S,on prend Ky := G{Oy), Ty un F„-tore déployé maximal dans G^ ■= Gx pF^ 
en bonne position relativement à K^, et posons Mq^î, := ZQ^{Ty). C'est un F-tore maximal car 
G est non ramifié. Définissons C Mo,„ comme dans ([6]). D'après ce qui précède, il suffit de 
vérifier la commutativité de pour tout v ^ S afin de prouver 13.5.11 

Lemme 3.5.2. Conservons le formalisme ci-dessus. Si G(-) est résiduellement scindé en v, 
alors Hy est commutatif. 

Démonstration. On se ramène aussitôt au cas G = Mq, qui est un F„-tore non ramifié. Dans ce 
cas-là, c'est l'assertion de [3T1, 6.5]. □ 

Lemme 3.5.3. Pour toute place v ^ S, G{-) est résiduellement scindé en v. 

Démonstration. Cf. [13, 12.14 (iii)] 12.14. Rappelons que les conditions sur S entraînent que G 
admet un modèle lisse sur V = Spec(Ot,) et G(-) xp F^ est la fibre générique d'un K2-torseur 
multiplicatif défini sur V, disons Gy(-). 
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Dans cette situation (*) est évidemment satisfait. Donc l'extension résiduelle est obtenue en 
poussant-en-avant Gv(-) via les homomorphismes de faisceaux sur Gy '■ 

K2 i*K2 i*Ki. 

Cela faisant partie de la suite de localisation en i^-théorie, la composition est triviale. D'où 
la trivialité de l'extension résiduelle. □ 

Démonstration de \3.5.1\. D'après les remarques après [Ïï3m il suffit de combiner les deux lemmes 
précédents. □ 

4 La combinatoire 

Fixons un corps F, un F-groupe réductif connexe G, un sous-groupe de Lévi minimal Mq 
et PoeV{Mo). 

4.1 Analyse convexe 

Les résultats ici se trouvent dans [3]. Soient P,Q deux sous-groupes paraboliques semi- 
standards de G tels que Q D P, définissons des cônes ouverts dans ao 

a^^ := {F € 00 : Va € A^, a{H) > 0}, 
+ := G ao : Vro G A^, zu{H) > 0}; 
et leurs fonctions caractéristiques 

Notons ZA^ (resp. ZA^ ) le réseau dans engendré par A^ (resp. A^ ) et posons 



e^(A) :=mes(a^/ZA^ )-i J] A(a^), 
ê^(A) := mesCa^/ZA^"")-! [] A(ti7^) 



pour tout A G (ap)c- Ce sont des fonctions holomorphes en A. Lorsque Q = G, on supprime les 
exposants et on les note ap, ^ap, Tp, fp, 6p et Op. 

Étant donnés des sous-groupes paraboliques semi-standards Q Q' ^ P' ^ P et Y Çi a^, 
notons Yp, l'image de Y via ap — > ap,. Lorsque Q = Q' (resp. P = P'), on simplifie les notations 
en supprimant les exposants (resp. les indices) comme précédemment. 

Proposition 4.1.1 (cf. [3l 2.1]). Soient R D P deux sous-groupes paraboliques s emi- standards, 
on a 

'1, siP = R, 



^ (-l)di-(^pMQ)^«(xO)f|(XQ) 

IRDQDP 



0, sinon. 
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Proposition 4.1.2 (cf. [31 §2]). Conservons les notations précédentes et posons 

T^{X,Y):= Yl (-l)'''"'^^'=/^^V^(^'^)r|(XQ-yQ), X,Y e a^. 
Q-.RdQdP 

Alors rp{-,Y) est à support compact. On a la relation de récurrence suivante 

Q:RDQDP 

Soit E un espace de Banach. Soit cp : ia*p — )• E une fonction, définissons 
(9) cp{X) := Y (-l)'^''"(^-/^«)ê^(A)-icQ(AQ)0Q(AQ)-^ 

où cq := c\ia* ■ C'est bien défini sur le complément dans ia*p des murs associés aux coracines et 
copoids simples. 

Proposition 4.1.3 (cf. [3, 6.1]). Si cp est lisse, alors dp se prolonge en une fonction lisse sur 
A G ia*p. 

Proposition 4.1.4 (cf. [3, 2.2]). S'il existe X ^ ap tel que cp{\) = e^'^^\ alors 

c'p{X) = j T${H,X^)e^^"'^ dH, A G ia*p. 

Cela étant la transformée de Fourier d'une fonction à support compact, dp se prolonge en 
une fonction holomorphe sur ap^c- De plus, dp{0) est un polynôme homogène en X de degré 
dim{Ap/AG). 

4.2 (G, M)-familles 

Passons en revue la définition et les propriétés de {G, M)-familles. Les références sont [21 §6] 
et [g §7]. 

Définition 4.2.1. Soit E un espace de Banach. Une (G, M)-famille à valeurs dans E est une 
famille des fonctions lisses 

cp : ia*M -^E, P G T{M) 
telle que pour tous P,P' G V{M) adjacents et tout A G î(ciXf)p '~'^('^m)p" ^ cp(A) = cp/(A). 
Proposition 4.2.2. La fonction 

cm{\):= J2 cp(A)0p(A)-^ 

PeV(M) 

est bien définie et lisse sur ia\j. 

On en déduit des fonctions lisses dp sur iap selon ([9|). Posons cm '■= cm(0), c'est le terme 
qui nous intéresse. 
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Exemple 4.2.3. On dit qu'un ensemble 3^ = (yp) peV{M) de points dans oa/ indexé par V{M) 
est un ensemble {G, M)-ortliogonal (resp. {G, M) -orthogonal positif) si pour tous P, P' G V{M) 
adjacents séparés par a € Ap, on a 

Yp - Ypi G Ma^ (resp. Yp - Yp, G M>oa^). 

A un tel ensemble y est associée une (G, M)-famille 

Vu 14.1.41 on a 

(^p{\y) = j r^(//,Y^)e^(^) àH. 

Ci-dessous une récapitulation des opérations utiles. Soit {cp)p une (G, M)-famille à valeurs 
dans E. 

1 Supposons que E est une algèbre de Banach. Soit (dp) p une autre {G, M)-famille à valeurs 
dans E. Posons {cd)p{X) := cp{X)dp{X), alors {cd)p est encore une (G, M)-famille. 

2 Fixons L G C{M). En rappelant que ^ a\f canoniquement, posons 

cq{\) = cp{X), q £V{L),X£ial 

où P £ V{M) est tel que P C Q ; on vérifie que cq(A) ne dépend pas du choix de P. Alors 
{cq)q est une (G, L)-famille. 

3 Fixons L G £(M) et Q G V{L) comme ci-dessus. Si iî G V^{M), notons Q{R) l'unique 
élément de V{M) tel que Q{R) C Q et Q{R) n L = R. Posons 

4{X) := CQ(p)(A), R G P^(M), A G ia^,. 

Alors {c^)r est une (L, M)-famille. Lorsque les fonctions ne dépendent pas de Q, on 
les note aussi cj^. 

4 Soient Fi une extension de F et Mi un sous-groupe de Lévi de Gi := G Xp Fi. Supposons 
que M D Mi sur Fi, d'où une inclusion canonique a^^ ^ a^^ . Soit (cpj)p^ une (Gi,Mi)- 
famille, posons 

cp(A) :=cp,(A), PeV{M),Xeial, 

où Pi G 'P(Mi) est tel que Pi C P sur Fi ; on vérifie que cp(A) ne dépend pas du choix 
de Pl. Alors (cp(A))p est une (G, M)-famille. 

Dorénavant, les (G, M)-familles sont supposées à valeurs dans une algèbre de Banach fixée. 
Lemme 4.2.4 ([3, 6.3]). On a 

M)m(A)= y. cl{X<^)d'Q{\Q). 

QeT{M) 

En particulier, 

{cd)M = Y cljd'ç. 
Q(iT{M) 

Corollaire 4.2.5 (O 6.4 et 6.5]). Soient {cp),{dp) des {G, M) -familles. 
- Ona dM{X) = Eqgp(a/) d'giXQ). 
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- Supposons que L E C{M) et Q (z 'P{L). Si la famille (c^) ne dépend pas du choix de Q, 
alors 

M)a/(A)= y. cUX'^)dL{XL)- 
Plaçons-nous dans la situation Ul Soit L € C{Mi). Si l'homomorphisme canonique 

est un isomorphisme, posons 

^ la mesure sur a?, 

(10) d^^(M,Li):=^ 

S* ( la mesure sur afl © o. i 



en rappelant que l'on a fixé des mesures de Haar sur les espaces en question ; sinon, posons 
d%{M,L{) :=0. 
Prenons 

(11) ^ Çi ojjf^ en position générale. 

Pour Li G C{Mi) tel que d1j^{M, Li) ^ 0, on voit que (Ç + o^^) n a^^ consiste en un seul point 
non singulier; ce point appartient donc à pour un unique Qi E V{Li). Cela définit une 
application Li i— )■ Qi pour de tels Li. 



Lemme 4.2.6 ([H 7.4]). Avec le choix précédent de ^ £ ay^ , 



on a 



cm(A)= y. df,^{M,L,)c%{X'^^), Xeialj. 

Liec(h'h) 

En particulier, 

CM= Y. '^Ml(M,Li)c%. 

Considérons maintenant une variante. Soient Li,L2 £ ^(M), on dispose toujours d'une 
application canonique 

E : 0^) © a^l ^ a%. 

Cela permet de définir le coefficient d'^.j{Li, L2) comme en p(J|) . De même, prenons 
(12) ^ea%:={{H,-H):H (^um} 

en position générale; ce choix fournit une application (^1,^2) i-> {Qi,Q2) pour les Li,L2 avec 
dfj{LuL2)^0, et on a Qi E V{Li), i = 1,2. 

Lemme 4.2.7 (|6l 7.4]). Avec les notations précédentes, on a 

(cd)M(A) = Y d&(ii,^2)c^/(A«^)4^(A«^). 

Li,L2e£(M) 

En particulier, 

{cd)M= Y dfj{Li,L2)c%'c'^. 

Li,L2e£(M) 
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5 La formule des traces avec caractère : la partie unipotente 



Dans cette section, nous fixons les objets suivants 

- -F : un corps de nombres, 

- A : l'anneau d'adèles de F, 

- G : un F-groupe réductif connexe, 

- Mo : un sous-groupe de Lévi minimal de G, 

- PoeV{Mo), 

- K = Y\,y : un sous-groupe compact maximal de G(A) en bonne position relativement 

à Mo, 

- u : G (A) un caractère unitaire continu tel que <^|g{F) = 1- 

On appelle un caractère u vérifiant la condition ci-dessus un caractère automorphe de G. 

De tels objets passent de façon évidente aux sous-groupes de Lévi standards, voire semi- 
standards si l'on ôte la donnée Pq. Fixons aussi des mesures de Haar selon les conventions de 

Soit T € Oo- Étant donné P € J^(Mo), par abus de notation, nous écrirons T au lieu de Tp 
pour désigner sa projection dans ap. 

5.1 Le o-développement 

Notons R la représentation régulière de G(A) sur L^{GiF)\G{A)^) = L2(G(F)Ag,oo\G'(A)), 
c'est-à-dire 

{R{y)^) : X ^ 0(xy), y G G(A)\ G L\G{F)\G{A)^). 

Notons : L2(G(F)\G(A)1) ^ L2(G(F)\G(A)1) l'application ^ (j)u. La formule des 
traces pour (G, cj) concerne les opérateurs 

R{f) o : l2(G(F)\G(A)1) ^ L\G{F)\GiA)'), f G C^{G{A)'). 

Fixons /, alors R{f)o A^ admet le noyau 

K'^{x,y)= ^ uj{y)f{x'^jy), 

7eG(F) 

cela signifie que R{f) o A^^ est donné par i— )• Jg{f)\g{a)'^ y)4'{y) dy. 

Rappelons la procédure de troncature d'Arthur. Soient T ^ et P = MpUp D Pq un 
sous-groupe parabolique standard. Définissons 

Kpix,y) := u{y) / ^ f{x'^-fuy) du, 

:= ^ ^ Kf{ôx,5x)fp[Hp{5x)-T). 

PDPo <5gP(F)\G(F) 

Lorsque a? = 1, on revient aux objets construits par Arthur [T] et on supprime l'exposant u. 

Remarquons que Kp{x, y) = u{y)Kp{x, y) et k^''^{x) = u{x)k'^ (x). Donc la somme définissant 
k'^'^ est finie pour x dans un sous-ensemble compact. 

On dit que 71,72 G G{F) sont O-équivalents si leurs parties semi-simples sont conjuguées. 
Notons O l'ensemble de classes de O-équivalences dans G{F). Il est en bijection naturelle avec 
l'ensemble de classes de conjugaison semi-simples dans G{F). Comme d'habitude, lorsqu'une 
ambiguïté sera à craindre sur G, on les notera 0*^-équivalence et O'-'. 
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Soit M un sous-groupe de Lévi de G, l'inclusion M{F) ^ G{F) induit une application 
Soit G O, définissons 

Up{A) 7eAfp(F)no 

PdPo SeP{F)\G(F) 

Alors X^p-ft^po = -ft^p et ^(,kj''^ = k^''^ . Comme remarqué plus haut, on a Kpg{x,y) = 
uj{y)Kp^c{x,y) et kj''^{x) = u{x)kj (x). Puisque u est unitaire, le résultat suivant découle 
immédiatement du cas usuel u = 1. 

Théorème 5.1.1 (cf. 7.1]). Soit T Ç suffisamment régulier, alors 

E / kj''^{x)dx 



°'^'^G{F)\G{Ay 



converge absolument. 



Soit / € C^(G^) quelconque et notons k'^''^{x,f ) la fonction ainsi associée. Il est donc 
loisible de définir la distribution 

/^jJ'-(/):= / fcj'-(x,/)dx. 



G(F)\G(A)i 

G T Lj 

On indiquera le groupe en question en exposant les notations, eg. Jj, ' ' . Si o 9 1 (on 
l'appelle la classe unipotente dans O), nous notons les objets associés par Kp^^^^, A;^^^ et 

jT,LJ 

unip ■ 



Si M G C{Mo), G et / G C7~(M(A)i), posons 

Jo'-''^'-(/) = E 4''^''^ if)- 



0'6O" 

5.2 Comportement des distributions 

Modification de troncature Le fait suivant sera utilisé à plusieurs reprises. 
Proposition 5.2.1. Si G est simplement connexe, alors u = 1. 

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la paramétrisation de tels caractères par Lan- 
glands, cf. [201 pp.122-123]. □ 

Corollaire 5.2.2. Le caractère u est trivial sur Gunip(''^)- 

Démonstration. Notons vr : Gsc ^ G le revêtement simplement connexe de Gden alors vr induit 
un isomorphisme (Gsc)ump — >■ Gunip de F-schémas, d'oii un homéomorphisme pour leurs points 
adéliques. □ 

Lemme 5.2.3. Soit M un sous-groupe de Lévi de G. Alors a» est trivial sur Am,oo H G(A)^. 
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Démonstration. L'application de Harish-Chandra adélique fournit un isomorphisme de groupes 
topologiques 



(13) Hm : Am,oo n G(A)i ^ a^. 

Notons toujours vr : Gsc G le revêtement simplement connexe de Gder et Msc — > M sa fibre 
au-dessus de M. On obtient l'analogue de (fTÏÏ|) pour Gsc et Msc- Vu la description de en 
termes de coracines, on voit que vr induit a^^^ ~ ; l'identification est compatible avec H m 
et H Msc- Ainsi, on se ramène à prouver la même assertion pour Gsci -^sc et a;sc := o vr. Or 
cjsc est encore un caractère automorphe, on conclut à l'aide de l5.2.1[ □ 

La notion suivante facilitera l'étude du comportement des distributions jj'^ . 

Définition 5.2.4. Pour Pq fixé, une modification de troncature est une famille des fonctions 
continues 

y := {Yq : Q(A) n K\K ^ uq, Q G T{Mo), Q D Pq} 
telle que le diagramme suivant commute pour tout Q D P D Pq : 



P(A) n K\K ■ 



Yp 



ap 



Q{A) n K\K ■ 



yQ 

À une telle famille sont associées des fonctions 

lisses en A, dont u'Q{k; y) := u'q{0, k; y) est la fonction associée via ([9]). 

Soient 3^ une modification de troncature, / G C^(G(A)^) et Q D Pq, définissons une variante 
pondérée de la descente parabolique comme suit 

ÎQ,y{'^)-=h{m)^ j j u;{k)fik-^muk)u'Qik;y)dudk, m G Mq{A)\ 

On vérifie que ceci définit une application continue C~(G(A)i) C^{MQ{Ay). 
Théorème 5.2.5 (cf. [3, (2.4)]). Soit o G O. Soit y une modification de troncature. Posons 

kï^'^ix;y) := Y. (-l)^''"^^/^« Y. K^,oiSx,ôx)fpiHp{ôx) - T - Ypikpiôx))). 

P^Po SeP{F)\G(F) 

alors 

Jj'^{f;y)= I kj'^{x;y)dx 

G(F)\G(A)i 

est convergent pour T £ suffisamment régulier. De plus, on a 



On se débarrassera de la condition sur T dans 15.2.71 
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Démonstration. Pour tout sous-groupe parabolique P, on a 

fp{Hp{6x)-T-Yp{kp{ôx))) = 

Y^^_lf^A^/Ao^Q{^Hp{ôx)-T)T%{HQ{5x)-T,YQ{kQ{ôx))). 
QdP 

Via le changement de variables 

(G(F)\G(A)i) X {P{F)\G{F)) ^ {Q{F)\G{Af) x {P{F)\Q{F)) 

la formule définissant jj'^{f]y) s'écrit 



'3=^^" Q(F)\G(A)i P--Q^P^Po SeP{F)\Q{F) 

K'^^,{ôx,ôx)f^iHp{ôx)-T)r^iHQ{ôx)-T,YQ{kQ{ôx)))dx. 

Écrivons 

Q(F)\G(A)i = {Uq{F)\Uq{A)) X (AMg,oonG(A)i) x {Mq{F)\Mq{A)') x iT, 
X = uamk, 
dx = ÔQ{a)~^ du da dm dk, 
Kpg{6x,6x) = u{m)Lj{k)Kp^o{6uamk, Suamk), 

où on a utilisé [523] qui assure u{a) = 1. On vérifie de plus 

YQ{kQ{ôuamk)) = Yçik), 
Kp^g[ôuamk, ôuamk) = ÔQ{a)Kp^g{ômk,ômk), 
HQ{5uamk) = HQ{a), 
Hp{ôuamk) G Hp{6'm) + ag. 

Rappelons que Amq,oo nG(A)^ s'identifie à Og via H^^i^. Les équations ci-dessus entraînent que 



( \ 



E 

<Se(PnMQ)(F)\MQ(F) 



V%(H,Yp(k))dH 



Kp^ci{^'>TT-k,ômk)fp{Hp{ô'm) —T) dkdm. 



Grâce à 14. 1.41 l'intégrale sur Og vaut L'application P ^ PHMq induit une bijection 

entre {P : Q D P D Pq} et l'ensemble de sous-groupes paraboliques standards de Mq. On 
vérifie que, pour tous mi,m2 G Mq(A)^ on a 

J u{k)Kp^o{mik,m2k)u'Q{k;y)dk = ^ j fQ.y{'m];^'yum2) du, 

K 76A/p(F)no (;7^nAfQ)(A) 

cf. [31 p. 17]. En l'appliquant à mi = m2 = ôm, on en déduit l'assertion. □ 
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Dépendance de T Pour tout Q G J-{Mq), posons 

(14) f^{m) := ÔQ{m)^ [ [ uj{k)f{k-^muk) dudk, m G Mq(A)^ 



K 



ceci fournit une application continue C^{G{Ay) C~(Mq(A)1). 

Corollaire 5.2.6 (cf. [3, (2.4)]). Soient o eO, f e C^{G{A)^). Soient T,Ti G suffisamment 
réguliers, alors 

QDPo i 

Démonstration. Prenons Yp(k) := Ti — T G Op pour tout P D Pq et tout k K, cela définit 
une modification de troncature. D'après [4.1.41 on a 

fQ,y = fQ J r^{H,T,-T)dH. 

On a aussi jj'^{f;y) = jj^'^if)- L'assertion résulte immédiatement de l5.2.51 □ 

Corollaire 5.2.7. La distribution f i-> jj'^{f), définie au début pour T ^ suffisamment 
régulier, est polynomiale en T de degré < dim Oq' . Par conséquent, la distribution est bien définie 
comme un polynôme enT Çi Oq . 

La formule dans \5.2.5\ reste valable pour tout T G Oq . 

Démonstration. La première assertion découle de 14.1.41 La deuxième en résulte en notant que 
les deux côtés de 15.2.51 sont tous polynomiaux en T. □ 

Non-invariance Fixons G O^. Soient / G C^{G{A)), y G G(A), définissons 

/^(x) = fiyxy-'), X G G(A)i. 
Définissons une modification de troncature yy en posant Yp{k) = —Hp{ky). Posons 
(15) UQ{k,y) ■.= UQ{k;yy), 

Théorème 5.2.8. Avec les notations précédentes, on a 

Jj'-{fy)=u{y) y: J>^''^m,y). 
QDPo 

Démonstration. Pour tout sous-groupe parabolique standard P, notons Kp^ jy le noyau associé 
à fy au lieu de /. Pour tout ô G G{F), on vérifie que 

Kp^ojyi^^^^x) = ^{y)Kp^oi^xy~^ ,ôxy~^). 

D'où 

Jl'-{fy) = u{y) j ^ (-l)dim(ApMG) ^ Kf^^{ôxy-\ôxy-^)fp{Hp{5x)-T)dx 



G{F)\G(A)'^ 



PDPo 5eP(F)\G(F) 



;(y) J ^ (_i)dim(ApMc,) ^ K^^,{6x,6x)fp{Hp{ôxy)-T)dx. 



G(F)\G(A)i ^=^^0 SGP{F)\G(F) 
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Comme Hp{6xy) = Hp{ôx) + Hp{kp{6x)y), on voit que jj'^if^) = u{y)jj'^{f;yy). Cela 
permet de conclure d'après I5.2.51 □ 

Définition 5.2.9. Soit w G Wq', prenons des représentants w G G{F) et w ^ K, alors Hp^^{w) = 
Hmo{ww~^) ; comme Hmo est trivial sur Mq{F), cela ne dépend que de w, Mq et K. Notons-le 
Hp^{w) bien qu'il ne dépend pas de Pq- 

Dans [3] , Arthur définit un unique point Tq € tel que 

(17) Hp,{w-^) = To - w-^To, w G W^. 

On l'appelle le paramètre de troncature canonique pour {G,Mq,K). Définissons := jj^'^ . 
Nous allons démontrer que ne dépend pas du choix de Pq. 

Notons i^sc l'image réciproque de K par vr : Gsc(''^) — ^ G{A). 

Proposition 5.2.10. Soient L,L' G C{Mo) et w £ avec un représentant w G G{F) tel que 
L' = w^^Lw. Soitw G tt{Ksc) un autre représentant, i.e. ww~^ G Mq{A). Pour f G C^(L(A)-^), 
posons 

f'{x') := fiwx'w-^), x' G L'(A)\ 

Alors 

'"(/') = Jo''^if) 

où Jo (resp. Jo ) est défini par rapport à Kl := K H L{A) (resp. Kl' := K (1 L'{A)) et 
Rq := PqDL (resp. R'q := W^iPo H L)w). 

Démonstration. Le paramètre de troncature canonique pour L (resp. L') s'obtient en projetant 
To via Oq* (resp. ag* — )• ). Posons 

f°{x) := f{ww~^xww~^), X G L(A)\ 
K° := wKl'W~^ C L(A). 

Prenons T G (o^', )"'' suffisamment régulier. Par le transport de structure x i— > wxw"^, on a 

Soit R D Rq, notons K'^^ le noyau associé k f et K. En utilisant le fait que a;(7i)) = u;{'w) = 1, 
dont la dernière égalité résulte de [5221 l'argument pour I5.2T8] montre que 

jL,wT,Lj^j^o.j^o-^ ^ f ^ (•_i)dim(Afl/Az,) ^ 

L(F)\L(A)i ^=^^0 S&R{F)\L{F) 

Kp^{ôx, ôx)fp{Hp{6xww^^; K°) — wT) dx, 

où Hp{-;K°) désigne l'application de Harish-Chandra définie par rapport à K° . 

D'autre part, considérons j^^^'^~'^'^o+To,u} ^j. ^^-j . g'gxprime de la même manière sauf que 
le terme fp{- ■ ■) est remplacé par 

tr{Hr{5x; K) + wTq - Tq - wT). 

Soit ôx = umk une décomposition d'Iwasawa où u G Up{A), m G Mp{A), k K f] L{A), 
alors Hji{Sx;K) = HM^im). On a 

ôxww^^ = um wûT^ ■ ww^^kww~\ , 
eMo(A) eK° 
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donc Hji{ôxww ^;K°) = //^/^(m) + HMj^iww ^). Montrons que Hmii{ww ^) = wTq — Tq. Il 
suffit de considérer le cas Mr = Mq. Posons mo := ww~^ € Mq{A), i.e. w = mow, alors 

Hpo{w) = i^Afo(mo) = -Hmo{ww~^)] 

or Hpç^{w) = Tq — wTq d'après la définition de Tq. 
On en déduit que 

Les deux côtés sont polynomiaux en T. On conclut en prenant T = Tq. □ 

Corollaire 5.2.11 (cf. [31 §2]). Les distributions ne dépendent pas du choix de Pq € V^Mq). 

Démonstration. Soit Pq € 'P{Mq). Prenons w G Wq' tel que Pg = w^^Pqw et un représentant 
w G 7r(i^sc)- Vu l5.2.1Ô| il suffit de montrer que 

Soit Q D Pq. Puisque G i^, on a 



1, si Q = G 
0, sinon. 



En rappelant que u:{w) = 1, on conclut par 15.2.81 □ 
Corollaire 5.2.12. Soit y G G(A)^ on a 

Démonstration. Nous allons le déduire de 15.2.81 Supposons que Q' G T{Mq), alors il existe un 
unique Q D Pq et un w ^ tel que Q' = w~^Qw. De plus, l'application Q' ^ Q est à fibres 

de |Wq '^|~^|Wg'| éléments. Prenons un représentant w G 7r(i^sc) de w. On vérifie que 

VA; G K, UQ,{w'^k,y) = u'Q{k,y) 

(cf. |3i p.21]), donc f^, y{w-^xw) = f^Jx) pour tout x G Mq{A)\ D'après[mÏÏl Jo ^'^"'^ifQ',y) 
Jo^'^'^ {fq y)- Alors [5T2T8] permet de conclure. □ 

Dépendance de K Conservons les conventions du paragraphe précédent. Fixons un autre 
sous-groupe compact maximal Ki de G(A) en bonne position relativement de Mq et notons Tq 
(resp. Ti) le paramètre de troncature canonique pour K (resp. Ki). 

Fixons Pq £ P{Mq). Considérons la famille des fonctions continues K ^ ap indexée par 
Q e -P(Mo) 

YQ{k) ■.= -HQ{k;Ki) + Ti~To. 
On vérifie que y := (^q)qdPo est une modification de troncature. On définit ainsi 
(18) u'Q{k;K,\K):=u'Q{k;y), 



■ijj 
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Lemme 5.2.13. Avec les notations précédentes, on a 



QDPo 

Démonstration. Supposons T £ suffisamment régulier, on a 

J^+^H/;^l)= / ^ (_l)dim(ApMG) ^ 

G(F)\G(A)i SeP{F)\GiF) 

Kf{ôx,5x)Tp{Hp{ôx;Ki)-T -Ti)àx, 

tandis que 

jT+To(j) est défini de la même façon sauf que le terme fp(- • • ) est remplacé par 
Tp{Hp{Sx) —T — Tq). Pour conclure, il suffit de noter 

Hp{ôx; Ki)-T-Ti = Hp{5x) - T - Tq + Hp{kp{ôx)- Ki) + Tq - Ti 

puis appliquer 15.2.51 et évaluer des polynômes en T = 0. □ 

Lemme 5.2.14. Soit w € . Si w (resp. wi) est un représentant de w dans K (resp. Ki), 
alors Hmo{w~^wi) = {w~^ - 1){Tq - Ti). 

Démonstration. Prenons un représentant rationnel w E G{F) de w. La définition des paramètres 
To,Ti affirme que 

(1 - w)Tq = Hp^^w) = Hmo{ww~'^), 
(1 - w)Ti = Hp^{w; Kl) = HMoiww^^). 

En prenant la différence, on obtient (1 — w){Tq — Ti) = Hmo{wiw^'^), ce qui est égal à 
wHmo{w'^wi). □ 

Théorème 5.2.15. On a 

Démonstration. D'abord, supposons que w € W^, Q' e T{Mo) sont tels que Q' = w ^Qw avec 
Q D Pq. Prenons un représentant w G 7r(i^sc)- D'après [5.2.1^ on a 

(20) j^'^Uq^k^ik) = Jo''''^m,K.iKr')- 

Pour tout m G Mq(A)^, on a 

(21) f^,.j^^^j^{w~^mw)=ÔQ,{w-^mw)^ j j u{k)f{k-^w-^mwu'k)u'Q,{k;Ki\K)du'dk 

K UQ,iA) 

(22) =àQim)^ j j uj{k)f{k-^muk)uQ,{w-^k;Ki\K). 

K C/q(A) 

Écrivons k = qki avec q G Q{A) et ki G Ki, alors HQ{k; Ki) = HQ{q). D'autre part, 

w~^k = nT^^- w~^wi ■ w^^ki 

eQ'(A) GMo(A) ^"eKT" 
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entraîne que 



wHqi{w k]Ki) 



HQ{k;Ki)-{l-w){To-Ti), 
HQ{k;Ki)+Ti-To. 



w{-Hq,{w 



'k;Ki) + Ti-To) 



d'après le lemme précédent. D'où u'p,{'w 



^k;Ki\K)=UQ{k;Ki\K), donc 



(23) 



ifQ';Ki\K) 



Q;Ki\K- 



Maintenant on fait varier Q et w. Les équations (|2ip -(|23|) entraînent que 



/ , Iri^o I -^0 Uq'-Ki\k) - -^0 {Jq-Ki\k)- 




Vu I5.2.13t cela achève la démonstration. 



□ 



5.3 Intégrales orbitales pondérées avec caractère 

Fixons un ensemble fini S de places de F. Décomposons les objets en question comme 
K = Ks X K^, G{A) = G{Fs) x G{F^), M(A) = M{Fs) x M{F^), etc. Notons la restriction 
de u sur M{Fs), oii M est un sous-groupe de Lévi quelconque de G, par le même symbole u. 
Fixons des mesures sur G{Fs) et sur les M{Fs) selon ^2.51 

Remarque 5.3.1. Bien que ces objets-là sont supposés d'origine globale, ici il ne s'agit que 
d'une étude locale. Par exemple, la seule propriété de u qui interviendra est qu'il est un caractère 
unitaire de G{Fs) ; il existe aussi des versions locales de l5.2.1l et 15.2.21 

Intégrales orbitales avec caractère Soient M un sous-groupe de Lévi de G, / G C'^{M{Fs)) 
et y € M {F s). Posons toujours 



Cela définit une action à gauche (resp. à droite) de M(Fs) sur l'espace des distributions (resp. 
des fonctions) sur M{Fs). 

Définition 5.3.2. Une fonction / (resp. distribution D) est dite a;-équivariante si = uj{y)f 
(resp. = Lj{y)D) pour tout y. 

Par exemple, une fonction / localement intégrable est a>-équivariante si et seulement la dis- 
tribution (j) /^^/(pg) f{x)(p{x) dx l'est. Nous nous intéressons aux distributions cj-équivariantes. 

Conventions sur la mesure On considère les paires (0,/i), oii 

- O est une classe de conjugaison dans M{Fs), 

- jJL est une mesure de Radon complexe non triviale sur O qui est oj-équivariante ; autrement 
dit n{y~^xy) = u{y)^{x) pour tout x S O et tout y € M{Fs). 



fy{x) = fiyxy-') 



X G M{Fs). 



Soit D une distribution sur M{Fs), posons 



yD:f^{D,fy), feC^iM{Fs)) 
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Le groupe M{Fs) opère sur ces paires par conjugaison; la conjugaison ne change pas O mais 
elle transporte fi. On écrit ~ (02,^2) si Oi = 02- Notons 

t{M{Fs)r ■■={{0,f^)}, 
r(M(Fs)r :={(0,/i)}/~. 

Alors T{M{Fs))'^ — >■ T{M{Fs))'^ est un C^-torseur, ce qui permet de définir 7/7) G si 7 et 
fj ont la même classe de conjugaison sous-jacente. 

Définition 5.3.3. Une classe de conjugaison O dans M{Fs) est dite cj-bonne si elle admet une 
mesure de Radon o^-équivariante comme ci-dessus. Autrement dit, O est bonne si pour tout 
7 € O, on a a;|jv/7{_Ps) = 1- On dit que 7 G M{Fs) est a;-bon si sa classe de conjugaison l'est. 

Nous utilisons les symboles pointés pour désigner un élément dans T{M{Fs))'^, eg. 7; la 
classe de conjugaison sous-jacente est notée Supp(7). 

Une paire 7 = (O, fi) donne naissance à l'intégrale orbitale 

(24) J^diJ) ■■= \D'Hl)\'^ j /d^, / e CT{M{Fs)) 

o 

avec 7 G O quelconque, ori est le discriminant de Weyl (voir I5.6TT]) . Pour montrer qu'elle 
converge, il suffit de remplacer ^ par |//|. On obtient ainsi une mesure de Radon invariante sur 
O, ce qui permet d'appliquer le résultat de Rao [27]. On vérifie que, pour tout y G M{Fs) 

(25) Jti{yiy--\f) = JUi.n = ^{y)Jti{i,î)- 

Cela permet d'immerger r(M(Fs))'^ dans l'espace de distributions o^-équivariantes. 

Donnons-en une construction directe. Soit 7 G M{Fs) bon et notons O sa classe de conju- 
gaison. Fixons une mesure invariante sur M^{Fs)\M{Fs). Alors on peut choisir une unique 
mesure complexe ii[y] sur O de sorte que 

(26) Jrd{0,fib]),f)= I u{x)f{x-'^x)dx. 

M^{Fs)\M{Fs) 

Il serait tentant de l'écrire comme Jf^ilif) ! cependant il faut prendre garde qu'il dépend du 
choix de 7 dans sa classe de conjugaison. 

Induction de classes unipotentes Supposons que 7 G M{Fs) est a^-bon ; soit 7 G T{M{Fs))^ 
tel que 7 G Supp(7). 

Supposons pour l'instant que My = G^. On peut regarder 7 comme un élément de r(G(Fs))'^U 
{0} (comme distributions sur G{Fs)) en choisissant l'unique mesure telle que 

(27) J^(7,/)= / u{x)JtAi,r'")àx, feC^{G{Fs)). 

M{Fs)\G(Fs) 

Si l'on fixe des choix comme dans (126p . c'est tout simplement 

\D^\l)\^ j u{x)f{x-^-ix)àx; 

M^{Fs)\G{Fs) 
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et on a 7 = dans G si et seulement si 7 n'est pas a;-bon dans G{Fs). 
En général, notons ^A/,reg l'ouvert dense de Am des éléments a tels que 

JJ (/3(a) - /3(a)-^) soit inversible , P e P(M); 

alors pour a G ^M,reg(-^s) en position générale, on a My = M^-y = Gq^. Notons 07 € T[M{Fs))'^ 
l'élément obtenu via le transport de structure. D'après (|27|) . on regarde 07 comme un élément 
de t{G{Fs)r. 

Soit maintenant 7 € M(Fs) unipotent. Lusztig et Spaltenstein [21] ont défini une classe 
de conjugaison géométrique unipotente 7*^ dans G{Fs). C'est une réunion finie de classes de 
conjugaison dans G{Fs), disons 7*^ = Ui^j^f^. Notons Iq l'ensemble des i G / tels que est 
a;-bon. 

Lemme 5.3.4 (cf. [H (6.6)]). // existe des uniques mesures de Radon u-équivariantes non 
triviales sur {'yf}ielo telles que si l'on note 

alors 

Jg(7^,-)= lim Jë(a7,-) 

aeAM.reg{Fs) 

OÙ les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que Ma-y = Ga-y- 

Démonstration. Le cas u = 1 est démontré dans [S]. La même démonstration marche si l'on 
utilise les mesures o^-équivariantes sur les classes de conjugaison. □ 

Cela étant, on peut définir 7*^ comme une combinaison linéaire des éléments dans T{G{Fs))^ ■ 

Intégrales orbitales pondérées Soit M un sous-groupe de Lévi de G. Soient 7 G M{Fs) 
bon et O sa classe de conjugaison, prenons une paire 7 = {0,ii) G r{M{Fs))'^ ■ 

Définition 5.3.5. Supposons que M-y = G^. Si 7 n'est pas cj-bon dans G{Fs), posons 

sinon, 7 induit une paire {0',fi') G T{G{Fs))'^ via ()27p . Arthur a défini une (G, M)-famille 

vp{X, x) := e-<^'-^^(^)> , P G P(M), A G ia*^, 

associée à l'ensemble (G, M)-orthogonal positif Yp{x) = —Hp{x). Notons vm{x) la fonction 
associée ; elle est une fonction sur M{Fs)\G{Fs) / Ks ■ Pour tout t G C, écrivons t = x^^^x et 
définissons une nouvelle mesure en posant n'j^^.j{t) = VM{x)^Ji' {t) (avec abus de notations) ; cela 
ne dépend pas du choix de x. 
Pour / G G^°°(G(Fs)), posons 

Jr^(7,/) := 1^^(7)1^ / /d^'M- 
c 
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La convergence découle en remplaçant /u'^^ par ce qui nous ramène au cas usuel u = 1. 

Si l'on fixe des choix comme dans ()26p . c'est tout simplement 

[Z)'^(7)[2 J u{x)f{x^^^x)vM{x)dx. 

G^(Fs)\GiFs) 

Revenons au cas général. Soit L G C{M), Arthur définit un facteur r^^(7,a) pour tous 
7 G M{Fs), a € AM,Teg{Fs) §5]), par lequel est définie l'intégrale orbitale pondérée générale. 
Ce facteur ne dépend que de L, M, a et la classe de conjugaison de 7 dans M. Dans le cas 
My = G^, on a 



1, si L = M, 
0, sinon. 



Si a € ^M,reg(-^s) est en position générale, alors = Ma-y = Ga-y et on sait définir aj € 
r(G(F5))'^ 'à l'aide de 

Théorème 5.3.6 (cf. [8, 5.2]). Pour tout f € C^{G{Fs)), la limite 

«^m(7,/):= lim V r^ii'y,a)J'f {n'y, f) 

a^l ^ — ' 

existe, où les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que Ma-y = Gay Si 
My = G^, elle coïncide avec la définition \6. 3.1\ On a 

Vy G M{Fs), JUyiy~\ f) = ^(2/)^m(7, /)• 

Démonstration. Les termes à droite sont bien définis. La démonstration de l'existence de la 
limite est pareille que celle dans : il suffit de tordre les mesures invariantes sur G{Fs), Ks ou 
sur les orbites par u, et on vérifie que cela n'affecte pas les démonstrations car u: est unitaire. 
L'assertion sur l'équivariance est claire si = G-y ; le cas général s'en suit par définition. □ 

Lorsqu'une ambiguïté sur G sera à craindre, nous noterons les objets par J^j^{'y,f), etc. 

Proposition 5.3.7 (cf. [8, 6.2]). Soit ù G T{M{Fs))'^ supporté sur une classe de conjugaison 
unipotente. Alors f 1— )• J'^j{ii,f) définie une mesure complexe u-équivariante sur l'induite 
qui est absolument continue par rapport à la mesure définie dans\5.!!J^, 



Le cas non ramifié Fixons G et M comme précédemment. Supposons que S consiste en 
places non archimédiennes et fixons Ks ■= Yl^^s ™ sous-groupe hyperspécial 

de G{Fy) en bonne position relativement à M pour chaque v € S. Notons Iks la fonction 
caractéristique de Ks- 

Définition 5.3.8. Les intégrales orbitales pondérées non ramifiées sont définies par 

r'Ù,Ksii) = rïtKsi'f) ■■= ^m(7, ^Ks), 7 e r{G{Fs)r. 
Lorsque 7 est fortement régulier dans G, notre définition est celle dans fSÔ] . 

5.4 Comportement des intégrales orbitales pondérées avec un caractère 

Soient 7 G M{Fs) cj-bon et prenons 7 G T(M{Fs))'^ (i.e. on fixe la mesure) comme 
précédemment . 



36 



(M, cr)'^-équivalence Soient a E M{Fs)ss et S C aM(j[Fs) un ouvert invariant par Mrj{Fs). 
Notons 

r(S)- := {7 G t{M{Fs)r : Supp(7) C S}. 

Supposons désormais que l'adhérence de S dans aMa{Fs) contient un voisinage invariant de 
a. Suivant [81 p. 235], on dit que deux fonctions (/>2 sur r(E)'^ sont (M, cr)'^ -équivalentes s'il 
existe / G C^{M{Fs)) et un voisinage U de a dans M{Fs) tels que 

(0i-02)(7) = ^m'"(7,/) 
pour tout 7 G r(S)'^ tel que Supp(7) C U . Si cette condition est vérifiée, on écrit 

Proposition 5.4.1 (cf. % 2.2]). S'i = G„, alors pour tout f G C^{M{Fs)) on a 

Jm{iJ) ~ 

pour totit 7 G T{M{Fs))^ assez proche de a modulo conjugaison. 

Démonstration. La démonstration est identique à celle du cas lu = \. □ 
Formules de descente 

Proposition 5.4.2 (cf. [8, 6.2]). Supposons 7 unipotent. Soit Li G C{M), alors pour tout 
/ G C^{G{Fs)), on a 

^L,(7^\/)= lim Y. ^l;,(7,a)Jr(a7,/). 

aGAM.regC-Fs) LeC{Ll) 

Soit Q = Lf/g G J-{M). Définissons la version locale de ([T 



f^{m):=ÔQ{m)2 j j u{k)f{k-'muk)dudk, meL{Fs). 

KsUq(Fs) 

Corollaire 5.4.3 (cf. [6, §8]). Conservons les notations précédentes et fixons^ G a^j en position 
générale comme dans pT]) . ce qui permet d'associer à chaque L G C{M) tel que d^{Li,L) ^ 
un Ql e V{L). Alors 

JUi''\f)= E dg/(^i,^)^iî"(7,/^J- 

Le£(M) 

Démonstration. L'énoncé dans [6] est pour les distributions invariantes ; or le cas = 1 du 
résultat voulu y est implicite. Les arguments d'Arthur s'adaptent de façon usuelle au cas général. 

□ 

De même, on a la formule de déploiement pour intégrales orbitales pondérées. Prenons Ç G 
en position générale comme dans (fT2]) . ce qui permet de définir une application (Li,L2) ^ 
{Qi,Q2) avec Qi G ViLi) {i = 1,2) pourvu que d^j{Li,L2) 7^ 0. 

Proposition 5.4.4 (cf. [7, 9.1]). Supposons 5 = Si U 52- Soit 7 = 7172, où 7^ G t{M{Fs^))'^ 
pour i = 1,2. Soit f = /1/2 G C^{G{Fs)) où fi G C^{G{FsJ) pour i = 1,2. Alors 

Li,L2e£(M) 
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Non- invariance Conservons les mêmes notations. Soit Q € J-{Mq). On a la (G, MQ)-famille 

up{\ X, y) = e-(^.^^Hfcp Wî/)> , y ^ g{Fs). 
On définit la version locale de (|16|) 

f^y{m)=5Q{m)^^ jj u{k)f{k-^muk)u'Q{k,y)àuàk, m e Mq{Fs). 
KsxUq{Fs) 

Proposition 5.4.5 (cf. O (8.2)]). Pour tout y G G{Fs), on a 

J%,{^jy)=u{y) Y. j'M'^{iJQ,y)- 

QeT{M) 

Démonstration. Prenons 7 G Supp(7). Traitons d'abord le cas = G^. Fixons des mesures 
comme dans (1261). alors 



JUi.P) = l^*'(7)l^ y u{x)f{yx-^^xy-^)vM{x)dx 

M-,{Fs)\G(Fs) 

= \D^''\'^)\ïu{y) j u{x)f{x'^-ix)vM{xy)àx. 

M^(Fs)\G{Fs) 

On a vp{\,xy) = vp{X)up{X, x,y), donc 14.2!^ entraîne que 
Pour u fixé, on a 



^ _ J dx 

M^(Fs)\G{Fs) 

u){k)uj{m)ÔQ{m)^^ f {k^^m^^u^^jumk)v'^j{m)u'Q{k, y) dudmdk = 

Uq{Fs)xMq{Fs)xKs 

Mq(Fs) KsxUgiFs) 

La (MQ,M)-famille î;^^(A,m) ne dépend que de M et Mq lorsque m G Mq(F5) (cf. jÏÏl p.41]), 
on peut la noter v'^'^{X,m) et on vérifie qu'elle donne la fonction de poids pour Mq, M, Ks- 
Cela conclut le cas = G .y. 
En général, on en déduit 



LeC(M) QeFG{L) 



(M) 

□ 
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Proposition 5.4.6. Soit y G G{Fs) tel que yMy~^ G >C(Mo) , alors 

J^MyMyiy-\f) = ^{y)JM{iJ)- 

Démonstration. Comme Ks est spécial, on peut écrire y = km où /c G '7t{{Ks)sc) (i-e. k provient 
du revêtement simplement connexe de Cjer) et m G M{Fs). Le problème se divise ainsi en deux 
cas : y G M{Fs) et y G tt{{Ks)sc)- 

Si y G M{Fs), l'assertion découle de la proposition précédente. Si y G Tr{{Ks)sc), un trans- 
port de structure donne 

JyMy-^(.yiy-\f) = JM{'fJ'')- 

Comme uj{y) = 1, il suffit de montrer que fg y = si Q ^ G . Or c'est clair que UQ{k, y) = 
si Q ^ G, ce qui permet de conclure. □ 

Dépendance de Ks Soit i^i,5 un sous-groupe compact maximal de G{Fs) en bonne position 
relativement à Mq. Ajoutons l'affixe Ki aux objets définis par rapport à Ki^s- Soient M G 
£(Mo), T G aM- Définissons les (G, M)-familles 

vp{X,x,T) :=e<^--^HxO+T>^ 

vp{X,x,T;Ki) := e<^'-^^(^'^i)+^), P g V{M). 

La définition originelle des fonctions poids correspond au cas T = 0, mais T n'affecte pas les 
fonctions vm{x',Ki) = vm{x,T\Ki) et vm{x) = vm{x,T). 
Définissons la (G, M)-famille 

Up{\,X]Ki\K,T) := e^\-Hp{kp{x);K,)+T) ^ p ^ 

Posons 

fQ,K,\K,TM ■■= ÔQ{m)-2 I j u{k)f{k-^muk)u'Q{k;Ki\K,T)dudk. 

KsUq{Fs) 

Proposition 5.4.7 (cf. [9l 3.4]). Soit T eau- On a 

Démonstration. Il suffit de comparer les fonctions de poids : nous avons remarqué que celle 
associée à Ki se déduit de la (G, M)-famille vp{x.,T]Ki). Or 

-Hp{x; Ki) + T = -Hp{x) - Hp{kp{x); Ki) +T, P G P(M). 

D'où 

vp{X,x,T;Ki) = vp{X,x,0)up{X,x;Ki\K,T), P G P(M). 
On peut reprendre la preuve de 15.4.51 à partir de maintenant. □ 
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5.5 Développement fin du terme unipotent 

Fixons S un sous-ensemble fini de places de F. Supposons que 

- S contient toutes les places archimédiennes ; 

- est hyperspécial pour tout v ^ S ; 

- u est trivial sur . 

Désignons par /^s la fonction caractéristique de . On définit un homomorphisme continu 
injectif 

C^{G{Fs)) ^ Cr(G(A)) 

f^f-fKS, 

par lequel on identifie C^{G{Fs)) à un sous-espace de C^{G{A)). 
Soit M un sous-groupe de Lévi de G, notons 

t^nip{M{Fs)r ■■= {ù e t{M{Fs)r ■■ Supp(n) C M^nipCF^)}, 
runip(M(F), Sr := {ù e t^nip{M{Fs)r ■■ Supp(n) n M{F) ^ 0}. 

En oubliant les mesures, on définit T^^ip{AI{Fs))'^ et runip(^^(-F'), S)'^ de la même manière. 

Théorème 5.5.1 (cf. [4J). // existe une unique application a^^''^(5,-) : t^nipiM{F), S))'^ C 
pour tout M € £(Mo), satisfaisant à l'équivariance 

a^'^'^{S,yùy-') = u{y)-'a^'^'-{S,ù), y G M{Fs), 

telle que, pour tout f £ C^{G{Fs) D G(A)^), on a 

M£C{Mo) Merunip(Af(F),5)" 

où ù £ T^^nip{M{F), S) est une image réciproque de u quelconque. De plus, a^^'^{S, •) ne dépend 
pas de Ks- 

Les coefficients a^^'^{S, •) dépendent encore de M, Mq et . La dépendance de Mq sera en- 
levée plus tard par l5.5.4l L'équivariance des coefficients affirme que le produit a^^'^{S, n) J^(n, /) 
ne dépend que de u. 

Démonstration. C'est le résultat principal de [4]. Il n'y a rien à prouver si G est anisotrope 
modulo son centre. Supposons donc par récurrence que l'assertion est vérifiée pour tout sous- 
groupe de Lévi propre. Posons 

:= ^u%(/) - E l^cflKr' E a''''^{S,n)J^j{n,f). 

Me£(Mo) «erunip(M{F),s)" 

Soit y € G{A). La formule de non-invariance [5.2.81 entraîne que 

Q^G 
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tandis que 15.4.^ entraîne que 



MeC(Mo) 
M^G 



MeC(Mo) QeT(M) u 

M^G Q+G 

= u{y) E i^'^iKr^ E iw^crii<^|-^E«''"(^'^)^A'f""(^'/Q,.)- 

D'après l'hypothèse de récurrence, on en déduit T^{fy) = u{y)T^ {f). Par conséquent 
est oj-équivariant. D'autre part, on montre (cf. 01 4.2]) que si / s'annule sur Gunip(''^)i alors 
J^jp(/) = 0. La même propriété est satisfaite par les distributions J'^{ù,-) d'après [5.3.71 
donc par T'^(-). Par conséquent, il existe des coefficients a'-'''^{S,ù) satisfaisant à la condition 
d'équivariance telle que 

T'^if)= E a^''^{S,ù)Jë{ù,f). 

«eru„ip(M(Fs))" 

pour tout /. Si l'on sélectionne une image réciproque ù pour chaque u, alors la famille de 
distributions {J^{ù,f) : u G Tump{M{Fs))'^} est libre. L'unicité de a'^''^(5, ■) en découle. 

Il reste à montrer que les classes qui contribuent sont celles rencontrant G (F). C'est l'ingrédient 
technique de [H §2 - §7]. On vérifie que les troncatures et estimations d'Arthur dans [1] de- 
meurent valables si l'on utilise la mesure complexe u{x)dx sur G{A) et les autres groupes en 
question. 

Montrons l'indépendance de Ks- Soit Ki^s un autre sous-groupe compact de G{Fs) en bonne 
position relativement à Mq. Ajoutons l'afîixe Ki aux objets associés au sous-groupe compact 
maximal Ki = Ki^g x de G(A). On reprend les arguments ci-dessus en utilisant 15.2.151 et 
I5.4.7l avec T = Ti — Tq où Ti (resp. Tq) est le paramètre de troncature canonique pour Ki (resp. 
K), pour obtenir 

T^{f-Ki) = T^U). 

Comme la distribution Jq{ù,-) ne dépend que de ù, on tire du développement de que 
a'^''^{S,ù; Kl) = a*^''^(5, -ù). Ceci est aussi valable pour tout M G C{Mq) au lieu de G, ce qu'il 
fallait démontrer. □ 

Maintenant, prenons un sous-ensemble fini S+ de places tel que S+ D 5. Fixons M G 
C{Mq) et posons K* := K n M{FI ). Si û € r(L(F), 5'+)'^, on choisit une décomposition 
ils '■= Wves'^'" (^6sp. := ni;e5+\5 ''^'') ! c'est bien déterminé à multiplication près par 

{{K)v(iS e (C^)-^ -Ylv^v = 1} (resp. {\v)v£S+\s^ etc). Soit D = Y.i&i'^i une somme finie 
d'éléments dans t{G{Fs)T ; Pour ii G t{G{Fs))'^ , écrivons 

u ^-^ u 

Proposition 5.5.2. Soit v G f unip(M(F), S)'^, alors 



Le£«{Mo) ner,,ip(L{F),S+)'- 
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On vérifie sans peine que l'expression dans la somme ne dépend pas du choix de ù. 

Démonstration. Prenons ^ G := {{H, —H) : H G oa/} en position générale comme dans 
(fT2]) tel que sa projection dans vérifie aussi les conditions pour ([TT]) . On dispose alors d'une 
application (Li,L2) H' {Qi,Q2) pour d'^j{Li,L2) 7^ 0. 

Notons € C^{G{Fg^)) la fonction caractéristique de Kg_^. On déduit de 15.5. Il (appliqué 
à S+) et deEXlque pour tout / G C^{G{Fs) n G(A)i), 

^r„ip(/)= E l^o^lKr' E a^'-(5+,n)Jr(n,/.lfj 

i «6r,„ip(L(F),5+)'- 

• Yl d^LiM',M)jf'-iùs,f^>)Jl''-{ùl,ill)'^). 

M,M'eC(L) 

Comme u est supposé trivial sur on a 

(li+)QM = 'JqM^ / / ll^{k-^muk)dkdu 

= ÔQ{m)^ j lf^(mu)dn= l^#(m), m e M{F^^). 

Donc [533] entraîne que 

^unip(/) = El^o^lKl"'«^'"(^+'^) E E d1iM',M)jf'-iùs,f^,) 

L,u Me£(L) \Af'e£(M) 

= Ei^o^iKr'«^'"(^+'^) E rj']^#«)jM((^5)'^/). 

L,u MeC{L) 
On l'écrit comme 



E i^o^iKr' E JMiv^fy 

Afe£(Mo) »^6ru„ip(M(F),5)- 



^LeC'HMo) «er,„ip(L{F),s+)- / 

Vu le développement 15.5.11 appliqué à S" et l'unicité des coefficients, l'assertion en découle. □ 

Ci-dessous un interlude élémentaire de la théorie de Bruhat-Tits. Soit E un corps local non 
archimédien. 

Lemme 5.5.3. Soient H un E-groupe réductif connexe et L un sous-groupe de Lévi. Soit Kh 
un sous-groupe compact maximal de H{E) en bonne position relativement à L. Si K'^ est un 
sous-groupe compact maximal en bonne position relativement à L et conjugué à Kh par H{E), 
alors K'^ est conjugué par Kh par L{E). 



M 
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Démonstration. Supposons d'abord que L est minimal, alors c'est le centralisateur d'un E-tore 
déployé maximal Tq. D'après la définition de l'immeuble de Bruhat-Tits |12^ 7.4.1], Kh et 
sont conjugués par Nh{Tq){E). Comme Kh est spécial, il contient des représentants du groupe 
de Weyl de Tq. Par conséquent Kh et K'j^ sont conjugués par L{E). 

En général, Kh et K'jj sont associés à des points dans l'immeuble élargi de L, qui se plonge 
dans celui de H de façon équivariante. Quitte à les conjuguer par L{E), on peut supposer qu'ils 
appartiennent au même appartement, ce qui nous ramène au cas précédent. □ 

Proposition 5.5.4. Soient Mq un autre sous-groupe de Lévi minimal en bonne position relati- 
vement à K . Si M D Mçj et M Mq, alors les coefficients a^^'^{S, •) associés à Mq coïncident 
avec ceux associés à Mq. 

Démonstration. Afin de souligner la dépendance en question, notons a'^^'^{S, K'^ , Mq) (resp. 
a'^^''^{S,-;K^,M(^)) les coefficients associés à K^ et Mq (resp. M^). Notons vr : Msc M le 
revêtement simplement connexe de Mder; si L € C^^{Mq), notons L se son image réciproque 
par vr. Prenons y G tt{Msc{F)) tel que yM^y'^ = Mq, alors yK^y~^ est en bonne position 
relativement à Mq et = 1 pour tout v. 

Le transport de structure induit par x i— > yxy~^ donne 

a^^^'-(5, v; K^,M'^) = a*^'-(5, yvy-^; {yKy-'f, Mq) = a^^'-(5, v; {yKy-^ , Mq) 

pour tout i) G rump(-^(-^)) 5')'^. On peut oublier Mq dès maintenant et se ramener à montrer 
que a^^'-(5, •; {yKy-')^) = a^^'-{S, •; (yi^y-^)^). 

Prenons S+ D S de sorte que y^ G K^ pour v ^ S^. Vu 15. 5. 2^ il suffit de montrer que pour 
tout L G C^HMq), 

M,uj ( - S \ _ M,u} f - S \ 

^L,K*y'^S+} - ^L,yK*y-^y'^S+} 

pour tout il G Puuip (M(F), 5'+)'^, où iC* := K r\ M{F^^) comme dans 15.5^ et la notation y 
est quelque peu abusive pour signifier aussi yf^. D'après [5.5.31 il existe z G tt{Lsc{F^_^)) tel que 
yK'^y~^ = zK'^z~^. Le transport de structure via x i— )• zxz~^ donne 

Or ijj{z) = 1, ce qui achève la démonstration. □ 

Remarque 5.5.5. Le bilan est que les coefficients a^'^{S,-) sont déterminés par les données 
M, ct), S, et le sous-groupe compact maximal K^ de M{F^) tels que 

- il existe un sous-groupe de Lévi minimal Mq de M, défini sur F, qui est en bonne position 
relativement à K^ ; 

- cj est trivial sur K^. 

5.6 Interlude : S'-admissibilité 

Pour l'instant, soit M un F-groupe réductif connexe quelconque, et soit S un ensemble fini 
de places tel que M est non ramifié en dehors de S. La définition suivante fournit une façon 
explicite de dire que S est suffisamment grand. 

Définition 5.6.1 (cf. |10| §1]). Définissons un morphisme invariant D = {Dq, . . . : M 
G^'^^ avec d := dimM, par 

d 

det(l + t-Ad (x)[m) = "^Dk{x)t'' e F[t]. 

k=0 
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Observons que = 1. Pour X = {Xq, . . . , X^) € F*^"*"^, notons sa première coordonnée 
non nulle. Alors le discriminant de Weyl est (x) = î'(x)min- 

- Un sous-ensemble Cs C F^~^^ \ {0} est dit admissible si pour tout X G F'^^^ n (C5 x 
^ijS^d+i^^ on a l-^^minli) = 1 pour toute place v ^ S. 

- Un sous-ensemble A5 e M(Fs') est dit admissible si V^As) C F^"*"^ l'est. 

- Un sous-ensemble A G M(A) est dit 5-admissible s'il existe Cs C fJ"*"^ admissible tel que 
P(A) C X (o^)"'+i. 

En particulier, on peut parler de la S*- admissibilité d'un élément ou d'une classe de conju- 
gaison dans M (F) ou dans M (A). Étant donné un sous-ensemble compact A de M (A), on peut 
toujours agrandir S de sorte que A est S-admissible. 

Nous utiliserons souvent le lemme suivant dû à Kottwitz. 

Proposition 5.6.2. Fixons = W^^gK^ où est un sous-groupe hyperspécial de M{Fy) 
pour tout V ^ S. Soit a G M{F) serai- simple. Si a est S-admissihle et G , alors pour tout 
V ^ S, on a 

- Ky n M^{Fy) est un sous-groupe hyperspécial de M„{Fy) ; 

- soit y G M{Fy) tel que y~^ay G K^, alors il existe yi G M„{Fy) et k £ tels que 
y = yik. 

Démonstration. La première assertion résulte de jlSI 7.1]. Quant à la deuxième assertion, ledit 
lemme de Kottwitz fournit une décomposition y = yik avec yi G M"{F^) et k G K^. Si Mder est 
simplement connexe alors M'^ = Mu et cela achève la démonstration. Le cas général en résulte 
à l'aide d'une z-extension non ramifiée de M x (cf. [Hl p.386]). □ 

5.7 Transport de structure 

On se donne les objets suivants 

- S un ensemble fini de places de F tel que S D Voo et est hyperspécial pour tout v ^ S ; 

- M,M' e C^{Mq); 

- o" G M{F) semi-simple tel que G et que a est S-admissible ; 

- idem pour a' G M' {F) ; 

- u> : caractère automorphe de Mo-(A), trivial sur := n Mo- (A) ; 

- u' : caractère automorphe de M^, (A), trivial sur K^, := n M^, (A). 
Quitte à conjuguer cr, a' et à agrandir S", on peut supposer de plus que : 

- il existe un sous-groupe de Lévi standard Mi tel que a G Mi{F) mais a n'appartient à 
aucun sous-groupe de Lévi propre de Mi, cela entraîne que Mi^^ est un sous-groupe de 
Lévi minimal de ; 

- idem, il existe un sous-groupe de Lévi standard M[ vérifiant ladite condition avec a', M' 
au lieu de a, M. 

Écrivons = Yiv^s -^f^,-" ^a' ~ Yiv^s lemme de Kottwitz 15.6.21 affirme que 

pour tout V ^ S, Kfj^v est un sous-groupe hyperspécial de Mo-(F„) ; c'est aussi clair que K^^v est 
en bonne position relativement à Mi^^- Idem pour K^' ,v C M^iFy) et M[ 

Vu 15. 5. 5^ à ces données sont associés les coefficients du développement géométrique fin 

a^^^''^{S,-),aK"'^'{S,-). 

On se propose de comparer ces coefficients. Définissons d'abord le transporteur 

T{a,a') := {y G G : yay'^ = a', yMy-^ = M'}. 

C'est une sous- variété de G définie sur F sur laquelle (resp. M'^,) opère à droite (resp. à 
gauche) par multiplication. 
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Hypothèse 5.7.1. Supposons que 

- na,a'){F)^^- 

- pour toute place v de F, on fixe une application VLy : T{cr,a'){Fy) — )• C^, telle que 

- n^ix'yx) = u'{x')ny{y)u{x) pour tout x' G M'^,{Fy), x G M^(F„) et y G T{a,a'){F^) 

- si V ^ S, alors Çly{x^) = 1 pour tout x„ G iC^^ PI T{(J,a'){Fy). 

Soit y C Vf (éventuellement infini). Par abus de notation, on note O : T{a,a'){Fv) — > C 
l'application donnée par Ht^eV ^^^^ définie d'après la dernière condition. En 

particulier, on sait définir Q : T{cr,a'){A) . On demande de plus que 

~ ^lr((T,cr')F) = 1- 

Exemple 5.7.2. Supposons que T{cr,a'){F) 7^ et qu'il existe un caractère automorphe û : 
G{A) qui est trivial sur K^, tel que uj = cj| 4/^(^)5 ^' = '^Ia/',(A)- Prenons ^ly := 

^\T{cr,a'){F^) pour tout V. Alors les conditions sur Çl sont satisfaites. 

Le résultat suivant dit qu'un élément dans T(cr, a') transporte les caractères automorphes. 

Lemme 5.7.3. Si 5.7.1 est vérifiée, alors pour tout y G T(cj, (t')(A), on a 

u'{yxy-^) =u{x), x G M^(A). 

Démonstration. Pour x G Mo-(A), on a yxy^^ G M'^,{A). Donc 

^{yxy'^y) = u;'{yxy'^)Q{y). 

Or c'est aussi égal à i^{yx) = Çl{y)u>{x), d'oii l'assertion. □ 

Proposition 5.7.4. Supposons que |5. 7.7 es^ vérifiée. Soit y G T{cr,a'){F), alors pour tout 
ùet^nip{M,{F),S)'^, on a 



a*^--(5,u) = n{ySr'aK"^'{S,yùy- 



Démonstration. On peut translater y par M'^,{F) à gauche, donc on se ramène au cas 011 
yMi^fjy'^ = M[^^. Par transport de structure, on a 

a*^^''^'(5,yny-i) = a^--(5,t^;y-i(K^nM;,(F^))y). 

Posons 

Kl := r\M„{F^), 

K2 ■.= y-\K'^ nM'^,{F'^))y. 

Alors Ki,K2 sont des sous-groupes compacts maximaux de M(j{F^) en bonne position relati- 
vement à Mi^o-- On doit prouver que 

(28) o*^-'^(5,u;K2) = l^(/)a^^-'^(5,n;/^i) 

On prend 5+3 5* assez grand de sorte que K2^v = Ki^^ et y & Ky pour v ^ S+. On applique 
15.5.21 avec le Lévi minimal Mi^o- et S-i- D S". Ainsi, on est ramené à prouver 

(29) rl'^^'^ii) = 0(/)r^--(i), VL G £^^-(Mi,.), i G r(M.(F|j)-. 

Pour tout V, est représenté par des éléments de K^. Donc il existe ki G et m G 
M{F^) tels que = /cim. Alors ma^m~ 1 = A:i-^(fT')^/ti G i^^nM(F^). D' après 15.6.21 appliqué 
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à M et K'^ n M{F^), il existe k2 G n M{F^) et G M„{F^) tels que m = kim„. Posons 
k := kik2, on a 

= km^, 

K2 = y-^K^y n M,(F^) = m-^Kim„. 

On applique 15.5.31 avec H = M^^, L = Mi^o- et les sous-groupes ouverts compacts maximaux 
Kl, K2. Pour V Çi Sj^ \ S, \\ existe donc € Mi^(j{F^) tel que K2^v = x~^Ki^^Xy ; on prend 
x^ = 1 pour V ^ 5"+. Posons x := (xt,)t,^5 ^ ^'^i,(t(-P''^)i alors K2 = Or on a aussi 

= m^^^KiTTif^. Parce que Ki est hyperspécial, on a rrio- € Kix quitte à multiplier x par un 
élément de Zmi^„{F^)- Alors y^ G i^-^x, d'où Q.{y^) = u{x). 

La relation cherchée ([29]) résulte du transport du structure : 

□ 

6 La formule des traces pour les revêtements 

La plupart de cette section est une paraphrase des travaux fondamentaux d'Arthur [H [2]. 
Soit F un corps de nombres, G un F-groupe réductif connexe et un revêtement à m feuillets 

1 ^ Pm ^ G — ^ G{^) ^ 1 

G{F) 

011 nous supprimons le nom de l'immersion G{F) ^ G ; par abus de notation, nous regardons 
G(F) comme un sous-groupe discret de G^. 
On considéra deux cas. 

1 Le cas global : fixons les objets suivants 

- Mo : un sous-groupe de Lévi minimal de G ; 

- PoeV{Mo); 

- K = : un sous-groupe compact maximal de G(A) en bonne position relativement 
à Mo, tel que pour tout v ^ Vram, est le sous-groupe compact maximal fixé dans 
(QH)) qui s'identifie à un sous-groupe de G^. 

Si P est un sous-groupe parabolique semi-standard, on note P = MpUp sa décomposition 
de Lévi canonique. Comme d'habitude, si H est un sous-groupe de G(A), on note H son 
image réciproque par p. 

2 Le cas local : fixons un ensemble fini S de places de F. Considérons le revêtement à m 
feuillets ps ■ G s G{Fs). Fixons 

- Mo comme précédemment ; 

- Ks = Y\yi=s un sous-groupe compact maximal de G{Fs) en bonne position relative- 
ment à Mo- 

Si H est un sous-groupe de G{Fs), notons Hs son image réciproque par ps- 

Soit M € C{M()), on note K^^ (resp. Kg^) son intersection avec M (A) (resp. avec M{Fs)). 
La convention de mesures ^2.51 s'applique ici. Rappelons en particulier que, soit (p est une 
fonction intégrable sur G{F)\G{Ay , alors /^.^^^^^i o p) dx est égale à JG{F)\G(Ay '^'^^ selon 
notre convention. 
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6.1 La formule des traces grossière 

Plaçons-nous dans le cadre global. 

Le noyau tronqué Définissons la représentation régulière {R, L'^{G{F)\G^)) par 

iR{y)ct)){x) = (t){xy) 

pour tout 4) G L'^{G{F)\G^), x,y & G{F)\G^ . On peut d'ailleurs la regarder comme une 
représentation sur L'^{G{F)Ag,qo\G). Fixons / G G^{G^). Alors l'opérateur R{f) a pour noyau 

Kf{x,y)= ^ fix'^jy). 

76G(F) 

L'indice / sera supprimé dans la suite. À cause du procédé de troncature, la formule des 
traces grossière dépendra des choix de Mq, Pq et K. 
Pour tout P G T{Mq), posons 

Kp{x,y) := / ^ f{x'^-fuy)du 
Up{A) ^(^Mp{F) 

avec x,y € Up{A)Mp{F)\G. On constate que pour tout x G G^, Kp{x,x) ne dépend que de 
X := p(x) G G{Ay ; on l'écrit aussi Kp{x,x). 

Pour T G qui est suffisamment régulier, définissons le noyau tronqué 

:= ^ Kp{ôx,ôx)fp{Hp{ôx) -T), 

PDPo 5£P(F)\G(F) 

OÙ P décrit les sous-groupes paraboliques standards. 

Il sera démontré que k'^ est intégrable sur G(F)\G(A)^ , et on en obtiendra les développements 
géométrique et spectral. Or c'est déjà clair que l'aspect "géométrique" de la troncature, c'est- 
à-dire celui qui s'agit des classes de conjugaison rationnelles et des objets dans f|U est identique 
à celui de la formule des traces grossière de G : le revêtement n'y intervient pas. 

Le o-développement Rappelons que dans N5.1I l'on a défini la notion de O-équivalence des 
éléments dans G{F). Adoptons les mêmes notations ici. Pour tout M G C{Mq), on a défini une 
application canonique O^^ à fibres finies. 

Pour tout G O*^ et P G -F(Mo), posons comme précédemment 

Kp,o{x,y):= ^ / f{x~^juy)du, 

7GA/p(F)no 

kj{x) := i-lf'^^^/^^ Y. Kp,o{Sx,ôx)fp{Hp{ôx) - T), 

PCPo 7GP(F)\G(F) 

alors Kp = Kp^g et k'^ = Zlo 

Théorème 6.1.1 (cf. [1, 7.1]). Si T G est suffisamment régulier, alors 

J^{f):=Yl j ^o^(^)d^ 
''6C'^G(F)\G(A)i 

converge absolument. 
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Démonstration. Comme nous avons remarqué, le revêtement n'intervient pas dans la troncature, 
et les arguments de [ï] marchent de la même manière. □ 

C'est donc loisible de poser Jj {f) := jG{F)\G{Ky ^'^{x)àx pourvu que T G est suffisam- 
ment régulier. 

Le x-développement Soit / € L'^{G{F)\G^), le terme constant de / le long d'un sous-groupe 
parabolique P est défini par 



fp : j f{ux) àu 



Up{F)\U, 



PK 



pour presque tout x G Up{A)G{F)\G^ , à l'aide du scindage unipotent. On dit que / est cus- 
pidale si /p = pour tout P Ç G. Cela permet de définir l'espace des fonctions cuspidales 
L^ysp(G(F)\G'^). D'après le théorème de Gelfand et Piatetski-Shapiro, L^^gp(G(F)\G^) est in- 
clus dans -L^jg^(G(F)\G'^), la sous-représentation maximale de L'^{G{F)\G^) qui se décompose 
discrètement. Posons ncusp(G^) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles 
intervenant dans L'^^^p{G{F)\G^). La théorie de décomposition spectrale est parallèle à celle 
pour les groupes réductifs et est bien établie dans [26]. 

Le groupe central pm agit par translation sur de telles représentations. Notons la partie 
Ç-équivariante par ncusp,ç(G'^) pour tout Ç G p^. En particulier, on peut parler de la partie 
spécifique Hcusp -(G*^). 

Le groupe de Weyl Wq^ agit sur les paires (M, cr) oii M G C{Mq) et a est une représentation 
automorphe cuspidale de M(A)^. L'ensemble des orbites [M, cr] ainsi obtenues est noté X, ou 
si une confusion sur G est à craindre. 

Soit M un sous-groupe de Lévi de G, on a une application canonique X'^^ — )■ donnée par 
[Mi,ai]^ ^ [Mi,aif (où Mi G £*^(Mo)). Elle est à fibres finies. 

Soient P = MpUp G J^(Mo), A G 0^^^. Notons ^^^^ la représentation régulière sur 

L^jgj,(Mp(F)\Mp ). Puisque Mp = Mp Xj4mp,oo) on peut la regarder comme une représentation 
de Mp. Notons -Rj^ ^j^gj, ^ la représentation de Mp définie par 

Notons 1p{X) l'induite parabolique normalisée de dise A' Définissons l'espace hilbertien 
Hp des fonctions mesurables (j) '■ Up{A)Mp{F)Am,oo\G — >■ C telles que 

- pour presque tout x ^ G, (j)x : m ^ (j){fhx) appartient à L'^^^^{Mp{F)\Mp ), 
-\\(i)\\l= jj \(j){mk)\'^àmàk <+oo. 

Kx{Mp{F)\Mp^) 

Alors Hp peut être vu comme l'espace sous-jacent de Xp(A) muni de l'action 

(Xp(A,y)(^)(i) = </.(xy)e<^+''^'^^(^^)-^^(^)>. 

Remarquons que "Hp et la restriction de 1p{X) k K ne dépendent pas de A. Notons T~Lp ^^^^ 

le sous-espace des fonctions (j) ÇLT-Lp telle que 4>x G Ll^^^{AIp{F)\Mp ) pour presque tout x. 
Notons le sous-espace dense de vecteurs finis et Ti. - son intersection avec T-ir, 

p P,cusp -f,cusp 

Passons en revue la théorie de la décomposition spectrale. 
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1 On sait construire un sous-espace fermé invariant L'^{G{F)\G), engendré par les séries 
d'Eisenstein attachées à x ([26', II.2.4]). Il existe une décomposition orthogonale 

L\G{F)\G') = Ll{G{F)\G'). 

2 Soient Q G V{Mp), w G VF(op,oq). On définit l'opérateur d'entrelacement suivant la 
recette de Mackey (cf. L26, II. 1.6]) : 

{MQ\p{w,X)(j)){x) = j </.(îI)-iu5)e<^+^^-^^('^"'"^)>e<-'"^-^«'^«(^')>du, 

Uq\p{wA) 

on W Çi G{F) est un représentant quelconque de w et 

Uq\p{w,A) := {UQ{A)nwUp{A)w-^)\UQ{A). 

Notons {a*p)-f- le cône dual à ^op, alors cette intégrale est convergente et holomorphe en 
A si Re(A) £ pp + {a*p)~^ . Elle admet une prolongement méromorphe sur a\,j i^. 

A l'aide de la décomposition spectrale, on définit les espaces 'Hp^, ^ ^t l'opérateur 
Xp^(A) en prenant l'intersection avec L^. On en déduit des décompositions Tip = ^^'Hp^ et 

Soit Q un sous-groupe parabolique standard de G. Posons nq = Uq := YIq' l^(ciQ) ^Q')\^ 1^ 
somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards Q'. La même définition s'applique 
aux sous-groupes de Lévi de G, d'oii les versions relatives Up^ := n^^^Mp Pou'^ Pi C P sous- 
groupes paraboliques standards. Choisissons une base orthonormée Bp^ ^ pour T~ip_^^ formée de 
vecteurs /ÎT-finis pour tout x, alors Bp_^ := |J^ Bp^ ^ est une base orthonormée de 'Hp_^ contenue 
dans Ti^p . Posons 

Kp,^{x,y):= J](n?J-i [ ii;|(x,Z^ ^(A, A)i?|(y, A) dA, 

^x(^) ■■= E (-1)'^'"^^-/^^ Y. Kp,^{Sx,ôx)fpiHpiôx) - T), 

PdPo 5eP(F)\G(F) 



OU 



76Pi{F)\P(F) 

est la "série d'Eisenstein" ; elle est convergente si Re(A) G pp-^ + (opj^, et elle admet un 
prolongement méromorphe à tout A € a^j^ ^. La définition de Kp^^ ne dépend évidemment pas 
du choix des bases Bp^ ^.La décomposition spectrale affirme que Kp = J^P,x — X^x ' 

Théorème 6.1.2 (cf. [2, 2.1]). Si T G est suffisamment régulier, alors 

y k^{x)dx 

xe^G G(P)\G(A)i 

converge absolument. 
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Démonstration. On peut reprendre [2]. On a déjà remarqué que la troncature est pareille que 
dans le cas des groupes réductifs. L'aspect spectral des arguments d'Arthur repose sur la théorie 
de décomposition spectrale, dont la généralisation aux revêtements est faite dans [26j. □ 

C'est donc loisible de poser J^{f) ■= /g(f)\g(a)i ^x^-^) Po^^ tout x ë 

Selon l'action de on a une décomposition X = UçG|fj;;i ^Ç- Fixons Ç G [jj^, alors la ^- 

équivariance de représentations est préservée par induction parabolique. Le résultat suivant en 

découle. 

Proposition 6.1.3. Soient G p^. Si x ^ ^Çi / £ C^j^{G^), alors Kp^^j{x,y) = pour 
tout x,y ^ sauf si ^ = f]. Idem pour k^{f) et J^{f). 

Par conséquent, on peut se ramener à l'étude de la partie spécifique du côté spectral de 
la formule des traces grossière, ie. les termes associés à x £ appliqués à fonctions tests 
anti-spécifiques. 



Conclusions Vu les résultats de convergence géométrique et spectral, on est arrivé à l'identité 

pour r G 0(1' suffisamment régulier, où J'^if) ■= fG{F)\G^ k'^{x) dx. L'intégrabilité résulte des 
théorèmes que nous venons d'obtenir. Dans la suite, o (resp. x) désigne un élément dans 
(resp. X^) quelconque. 

Théorème 6.1.4. Supposons que le paramètre de troncature T ^ est suffisamment régulier, 
alors 

1 J'^if) est un polynôme en T de degré < dimaQ*. Idem pour les termes Jj{f), J'^{f). Ces 
distributions se prolongent ainsi en polynômes en tout T £ ao de façon unique ; 

2 notons Tq G Oq le paramètre de troncature canonique défini dans ()17p . alors les distribu- 
tions J := J-^°, := Jj° et Jp := jj° ne dépendent pas du choix de Pq G V{Mq). 

Démonstration. Les démonstrations sont pareilles que celles du cas des groupes réductifs, cf 
[ÏÏX61I5.2.111 □ 

La formule des traces grossière s'écrit ainsi 

(30) J(/) = E Joif) = E Jxif)- 

Etudions la non-invariance des distributions. Soient / G C^iG^) et y G G (A). Notons fy la 
fonction x i-^ f{yxy^^). Soit Q G T{Mq), posons 

// /(.-,.„.)„y.„)d„d.. ^.M,\ 

Kx 

OÙ u'Q{k,y) est la fonction définie dans (fT5]) . Cela définit une application linéaire C^{G^] 
C^{Mq ) qui préserve l'équivariance par jj^- 
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Nous indiquons le groupe en question en exposant dans les notations, eg. J^''^{f) = J'^{f). 
Si M G £(Mo), E et / G C^{M^), posons 

o'i-)-0 

Idem pour J)^'"^ et j'^''^ . 

Théorème 6.1.5 (cf. [3, §3] et 15.2.121) . 5oii T G ao, a/ors 

Q6J^(A/o) 

En particulier, on peut mettre T = Tq dans les formules ci-dessus et supprimer les symboles T. 

6.2 Réduction au cas unipotent 

Plaçons-nous toujours dans le cas global. Fixons les objets suivants 

- G ; 

- o" G : semi-simple ; 

- Pi G J^{Mq) : un sous-groupe parabolique standard tel que a G Mp^{F), mais a n'appar- 
tient à aucun sous-groupe parabolique propre de Mp^ ; 

- Ml := Mp, ; 

- Kf^ = Ht) -^o-,^' ■ ™ sous-groupe compact maximal de Ga-(A) en bonne position relative- 
ment à Mi^o-- 

Afin d'éviter toute confusion, indiquons l'image de a via G{F) ^ par â. Posons a^f"^ := 
^Mia^ on dispose d'une application linéaire canonique ^ a^" . K ces données est associé un 
paramètre de troncature canonique Tq^o- G o!^" pour Go-. 

Fixons aussi un ensemble de places S D Kam et supposons que 

- a est ^-admissible ; 

- pour tout v ^ S", on a Ka-^v = K H Ga{Fj;). 

Le lemme de Kottwitz 15.6.21 assure que K^j^y est un sous-groupe hyperspécial de Go-(F^) pour 
tout V ^ S. 

Lemme 6.2.1. Le caractère [-,0"] : Gct(A) jj^ est un caractère automorphe. Il est trivial sur 
Kl. 

Démonstration. La continuité de [•,C7] est claire. Le reste résulte des scindages de p au-dessus 
de et de G{F). □ 

Posons 

.^(a) := G„{F)\G"{F), 
Ti := Tq — To^o- G a^''. 
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où, avec abus de notation, on a projeté le paramètre de troncature canonique Tq de G via 

Rappelons une construction d'Arthur [5, §6]. Soit R G T^"^ (Mi^cr), on note 

J^(Mi) := {P e T{Mi) :P^ = R,ap = a^}, 
Tr{Mi) := {P G T{Mi) : P^ = R}. 

Pour tout z G G(A) et tout Q G T{Mi), posons 

VQiX,z,T) := e(^.-^^QW+^), A G io^,r G ag. 

On lui associe la fonction v'q{z,T) via Q. Si iî G J-'*^'^(Mi^o-)ï posons 

Soit / G C^-(G^). Pour R et y £ G{A) fixés, on obtient une application linéaire / i— )• 
^iî,y,Ti e Cc'"-(Mij^) définie par 

^/?,î/,Ti(m') := (^rIH^ jj [k,a]f{y^^dk^^rhuky)v'ji{ky,Ti)dudk. 

Alors / 1-^ ^R,y,Ti est aussi continue en y. Notre définition et celle dans [51, p. 201] ne diffèrent 
que par le commutateur [k, a], dont la raison d'être sera expliquée dans la procédure de descente. 

Théorème 6.2.2 (cf. [5, 6.2]). Pour f G C^.-{G^), on a 

GAA)\G(A) «6J-G<^(Mi,,) 



L'expression est loisible car la distribution J^^f^^''^^ est supportée sur (M/j)unip(A), et le 
scindage unipotent adélique permet de restreindre $iî,y,Ti sur ce sous-ensemble fermé de façon 
canonique. 

Démonstration. La preuve est presque identique à celle dans [5] à l'exception du caractère [-,0"] 
qui apparaît dans ^^1^'''°^^ et dans notre définition de $R,y,Ti- Expliquons- le. Prenons T £ o-q 
suffisamment régulier. On part de la formule O 3.1] 



(31) jj{f) = \.^{ar' / E E 



standard 



E (-l)'''"^"/^^rp(i/p(ex) - Zp{T - To) - To) ) dx. 
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où ZpiT — Tq) g ao est défini dans (3.3)]. La démonstration ne fait intervenir que l'action 
adjointe de G{F) sur les sous-groupes de Lévi et paraboliques sur F, et sur G{F) lui-même, 
donc est valable sur un revêtement. 

Changeons l'intégrale ci-dessus prise sur 

(Ç,x)e(iî(F)\G(F))x(G(F)\G(A)i) 

à une intégrale prise sur 

{ô,x,y) G {R{F)\G^{F)) x {G^{F)\G^{A) n G{A)') x (G,(A)\G(A)) 
à l'aide du fait G^(A)\G(A) = G^(A) n G(A)i\G(A)i. L'intégrale sur Ur{A) dans §^ devient 

y f{y^^x^^ô^^àunôxy)dn 
Ur{A) 

en remplaçant l'expression par ôxy. Or 

y^^x^^ô^^àunôxy = [a,x]y~^àx~^ô~^unôxy, 
donc l'intégrale en question vaut 

y [x,a]f{y~^àx^^6^^unôxy)dn 
Ur{A) 

car / est anti-spécifique. 

A partir de maintenant, on peut reprendre la démonstration de [5]. L'expression [x,a] se 

décompose en le caractère [-,0"] dans le terme J^^'^ '"^^ et le caractère [k, a] dans la définition de 
^R,y,Ti via une décomposition d'Iwasawa. Le bilan est l'analogue de [F, (6.8)] : 

Jo(/)=k^(<T)r^ / y: ^:n?p^"^(wjd2/. 

G,(A)\G(A) Q'^J^'^" (Mi,^) 

La dernière étape est d'enlever la dépendance de Pi^a- Soit R G T^"^ (Mi^^)^ alors il existe 
w € Wq " et Q D Pi^a tel que R = w~ Qw. Notons comme d'habitude vr : Go-,sc — ^ G^ 
le revêtement simplement connexe de Go-,der et Kfj^sc '■= '^~^{Ka)- Prenons un représentant 
w G 7r(i^o-,sc) de w. Comme VQ{'wky,Ti) = v'j^{ky,Ti) (voir [5, p. 201]), on voit que ^'q,j/,Ti (w-) = 

^R,y,Ti{w~^fnw) pour tout m G Mq . Vu 15.2.1(11 on en déduit que 

unip 

Alors un argument similaire à celui de 15. 2. 11] permet de conclure. □ 

6.3 Intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques 

Plaçons-nous dans le cas local. Les conventions de ^2.61 (qui correspond au cas \S\ = 1) se 
généralisent de façon évidente à ce cadre. En particulier, on peut parler des bons éléments dans 
G{Fs). 
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Conventions sur la mesure Soit M G C'^[Mq). La situation est similaire à celle de : 
on considère les paires {0,fi), où 

- O est une bonne classe de conjugaison dans Ms, 

- fj, est une mesure de Radon invariante non triviale sur O. 

Nous préférons une construction directe comme suit. Prenons 7 G O, alors la mesure inva- 
riante /i est déterminée par le choix d'une mesure de Haar sur M^{Fs), et réciproquement. 

Le groupe M{Fs) opère sur ces paires par conjugaison. On écrit {O, ^) ~ {O' , fi') si O = O'. 
Notons 

t{Ms) :={{0,fi)}, 

r{Ms) :={(e),^)}/~. 

Alors t{Ms) T{Ms) est un M>o-torseur. ^ 

Nous utilisons les symboles pointés pour désigner un élément dans T{Ms), eg. 7 ; la classe 

de conjugaison sous-jacente est notée Supp(7). 

Une paire 7 = (O, //) donne naissance à l'intégrale orbitale 

(32) J^i^J) := |I?*'(7)I^ J /d/x, / € C^-{Ms) 

O 

avec 7 G p(C) quelconque. Si l'on fixe 7 G O et une mesure de Haar sur M^{Fs), alors on a 
tout simplement 

J^/^,/) = |D*^(7)|5 I fix-'^x)dx. 

M.,{Fs)\M{Fs) 

Pour montrer qu'elle converge, il suffit de remplacer / par |/|. On obtient ainsi une intégrale 
orbitale pour un groupe réductif, dont la convergence est connue d'après Rao |27|. Cela permet 
d'immerger T{Ms) dans l'espace de distributions spécifiques. On a 

JuiviV'^J) = Jùiî, /), pour tout y G M{Fs). 
Indiquons quelques opérations élémentaires. 

1 Le sous- groupe central jjm opère de manière évidente sur T^Ms)- 

2 Si 7 est tel que = G^, alors il s'identifie canoniquement à un élément de T{Gs) U {0}, 
cf. (f27|l . Plus précisément, 7 s'envoie à si et seulement si 7 n'est pas bon dans G{Fs) ■ 

3 Un élément 7 G T{Ms) admet une unique décomposition de Jordan 

if = àù, àeMs, t{M^{Fs))^''''^ 

correspondant à la décomposition de Jordan 7 = âu. 

4 On a défini un sous-groupe ouvert fermé Am{Fs)^ C Am{Fs) dans I2.6."2l Supposons fixé 
un voisinage ouvert U de 1 dans Am{Fs)^ muni d'un scindage U p^^ÇU) de p qui 
envoie 1 à 1. Soit a G Z^, on peut définir l'application 7 i->- 07 de translation par a à l'aide 
de ce scindage. 

5 On peut définir l'induction de classes unipotentes de M à G à la 15.3.41 Vu le scindage 
unipotent, on peut supprimer le ~ et le noter 7 1— > 7*^. 

Nous laissons ces yogas de mesures invariantes au lecteur. 
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Intégrales orbitales pondérées Commençons par définir l'intégrale orbitale pondérée anti- 
spécifiques pour les éléments 7 G T(Ms) tels que = Cy. Rappelons que cette donnée équivaut 
au choix d'une mesure de Haar sur My{Fs) = Gy{Fs)- 

Définition 6.3.1. Supposons que = Cy. Pour tout / € C^--{Gs), posons 



J^^(7,/) := IZ)^"(7)|5 J f{x-'jx)vM{x)dx. 
G^(Fs)\GiFs) 

Si 7 n'est pas bon dans G{Fs), alors JjÇjij, /) = 0. 

Revenons au cas général. L'intégrale orbitale pondérée est définie comme suit. 
Théorème 6.3.2 (cf. [8, 5.2]). Pour tout f e C^-{Gs), la limite 

existe, où les a dans la limite sont supposés en position générale de sorte que May = Gay 
Si My = Gy, elle coïncide avec la définition \6. 3.1\ On a 

Vy G M{Fs), J,-j{y^y-\f) = J^^^^P) = Jm^/)- 

Pour que l'expression 07 dans l'énoncé soit loisible, il faut fixer un voisinage ouvert lÂ de 
1 dans Am{Fs)\ un scindage de p au-dessus de U qui envoie 1 à 1, et supposer que a G U ] 
comme on ne regarde que la limite a ^ 1, ces choix n'importent pas. 

Notons tout d'abord que JjÇfijjf) = si 7 n'est pas bon dans G{Fs). Les définitions 
entraînent aussi que J£,j{e^,f) = JjÇj{'y, f) pour tout e G pm- 

Démonstration. On peut supposer 7 bon dans M{Fs) d'après l'observation précédente, alors 
07 l'est aussi pour a G Am{Fs)'^ ■ On se ramène à l'étude de 



\D^{a^)\-^ 

M-,iFs)\G{Fs) 



f fix'~'ajx')i rt,(7,aK(x') ) dx' 

)\G(F,) \LeC{M) J 



lorsque a — )• 1. Soit 7 = âu la décomposition de Jordan. On décompose la variable x' = mxy 
avec m G My{Fs)\M„{Fs), x G M^{Fs)\G„{Fs), y G Ga{Fs)\G{Fs). Alors l'intégrale ci-dessus 
s'écrit 

|D'^(a7)|2 / / / f(y^^x^^m~^aàumxy) j r\.j{j,a)vL{xy) j dmdxdy. 

\Le£(M) / 

Comme a est central dans M, on a 

y^^ x^^ m^^ aàumxy = [a,m][a,x]y^^àx^^am^^umxy, 
f{y~^x^^m^^aàumxy) = [m,a][x,a]f{y^^àx^^am~^umxy) 



par l'anti-spécificité de /. Posons ga,a,x,yifn) '■= [x,(7]f{y ^àx ^arhxy), alors l'intégrale sur x 
devient 

J [m, a]gà,a,x,y{'mr^um) dm, 
M^{Fs)\M„(Fs) 
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une intégrale orbitale unipotente avec le caractère [-,cr]. Elle est bien définie car 7 est bon. 

Ce que l'on a fait est la première étape de la démonstration dans [8| §6] ; en fait c'est la seule 
part où intervient le revêtement. Après l'argument de descente ci-dessus, le revêtement disparaît 
au prix de rajouter le caractère [-,0"]. Le reste de la démonstration marche de la même façon 
qu'en [8] si l'on remplace les mesures dx par [x, a] dx et dm par [m, a] dm. Cela n'affecte pas 
les estimations dans [H] ; en particulier, la clef [8, 6.1] et sa démonstration, qui repose sur une 
technique géométrique de Langlands, restent les mêmes. Cela permet de reprendre les arguments 
d'Arthur. □ 

Le cas non ramifié Fixons G et M comme précédemment. Supposons que S consiste en 
places non archimédiennes et supposons Ky hyper spécial de pour chaque v £ S. Notons fxs = 
Ylv^s fKv^ OÙ Jk^ est l'unité de l'algèbre de Hecke sphérique anti-spécifique en v (voir ^3.ip . 

Définition 6.3.3. Les intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques non ramifiées sont définies 
par 



^m^kM = ■■= Jm{^Jks), ^ e mis). 



Lorsqu'il n'y a pas de confusion sur Ks, on l'écrit aussi r'^ij)- 

Descente semi-simple Fixons 7 € T{Ms) comme précédemment avec la décomposition de 
Jordan 7 = àù. Supposons que 

- à G M{F) ; 

- a est F-elliptique dans M. 

Prenons un sous-groupe compact maximal K„ de Ga{Fs) en bonne position relativement à 
Mo-. Il faut rappeler une construction parallèle à celle pour 16.2^ (cf. [H §8]). Soit 7 = à-ù la 
décomposition de Jordan. Soit R G T'^'^(Ma-). Prenons aussi T G au et posons 

vpiX, z, T) := vp{X, z)e<^'^> , P G P(M), 

où vp{X,z) est la (G, M)-famille définissant le poids. Les fonctions vp{X,z,T) forment encore 
une (G, M)-famille. 

Avec le formalisme de l6.2.2|, posons 



^R,y,T{rh) := ÔR{m)2 JJ [k,a]f{y'^àk'^m.uky)v'p{ky,T)dudk 
k^xUr{Fs) 

où m G {Mr)s, y e G{Fs). 
Proposition 6.3.4 (cf. [Hl 8.6]). On a 

J^(7,/) = p^(a)|^ I Yl JMf''"\ù,^R,y,T)dy, 

G.{Fs)\G{Fs) R^^^'^iM.) 

Démonstration. On reprend l'argument dans [8]. Ici le caractère [•,0"] intervient pour la même 
raison que dans la démonstration de 16.3.21 □ 

6.4 Comportement des intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques 

Les résultats ci-dessous sont parallèles à ceux de ^5.41 Vu 16.3.21 leurs démonstrations sont 
aussi similaires et nous ne les répéterons pas. 
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(M, o")-équivalence Soient a € M{Fs)ss et S C aMfj{Fs) un ouvert invariant par M„{Fs). 
Notons 

r(È) := {7 G t{Ms) : Supp(^) C p-^(S)}. 

Supposons désormais que l'adhérence de S dans aM„{Fs) contient un voisinage invariant de a. 
On dit que deux fonctions 01, (t)2 sur r(S) sont (M, a) -équivalentes s'il existe / G C^-.^Ms) et 
un voisinage U de a dans M{Fs) tels que 

pour tout 7 € r(S) tel que Supp(7) C ^^"^{U). Si cette condition est vérifiée, on écrit 
Proposition 6.4.1. Si Ma- = G^, alors pour tout f G C^--{Ms) on a 

pour tout 7 G r(Ms) asse^; proche de à modulo conjugaison. 

Formules de descente Fixons 7 G r(M5'). Soit Q = LUq G J-'(Mo). Définissons 



fQ{m) := ÔQ{m)2 J J f[k ^ifiuk)dudk, mÇiL{Fs). 

KsUq{Fs) 

Ceci fournit une application linéaire C^--{Gs) — > C^--{Ls). 

Proposition 6.4.2. Supposons que 7 G M^^ip{Fs) ■ Avec les choix effectués dans \5.4'^ on a 

LeC{M) 

Proposition 6.4.3. Supposons S = SiU 82- Soient 7 = 7172, et f = /1/2 G C^--{Gs)- En 
conservant le formalisme de \5.4-4l on a 

Li,L2&C{M) 

Remarquons que la décomposition 7 = 7172 n'est unique qu'à l'action près du groupe 

: £ G \iim]- 

Non-invariance Soient Q = LUq G T{Mç)) et y G G{Fs). On définit 

oià u'q est la fonction définie en l5.4.5[ Ceci fournit une application linéaire C^--{Gs) — >• C^--{Ls). 
Rappelons aussi que est la fonction x H- f{yxy~^). 
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Proposition 6.4.4. On a 



Proposition 6.4.5. Soit y G G{Fs) tel que yMy~^ G C{Mq) , alors 

Démonstration. C'est le même argument qu'en [574.61 □ 

Remarque 6.4.6. L'intégrale orbitale pondérée satisfait à d'autres propriétés importantes, par 
exemple le développements en germes au voisinage d'un élément à d'image semi-simple (pas 
forcément bon). Les détails se trouvent dans [8j. Par ailleurs, le cas G = M = GL(n) est déjà 
étudié dans flGl. 



6.5 Développement géométrique fin 

Passage à une situation locale Revenons au cas global. Nous considérons S un ensemble 
fini de places de F tel que S D Vram- 

Rappelons une définition d'Arthur dans [5l §8]. 

Définition 6.5.1. On dit que deux éléments 71,72 G M (F) avec décompositions de Jordan 
7i = aiUi {où i = 1,2) sont (M, 5')-équivalents s'il existe x G M{F) et y G Ma^{Fs) tels que 

- X~^(TiX = (T2, 

- y^^x^^uixy = U2- 

On vérifie que c'est une relation d'équivalence. Une classe de O^^-équivalence se découpe en 
un nombre fini de classes de (M, S')-équivalence. 

Définition 6.5.2. Posons 

(M(F)) := {classes de conjugaison dans M{F)}, 

{M{F))m,s '■= {classes de (M, S) -équivalence dans M(F)}, 

c G {M{F))m,s '■ 3j = a-u G c (décomposition de Jordan), oii 
a est 5*- admissible, 
a'^ G K'^. 



{M{F)f^^'' := {c G (M(F))f,_^ : c est bon dans M(Fs)}. 

Soient c G {M{F))ff 5. et 7 = an G c un représentant vérifiant les conditions dans cette 
définition. On dit que 7 est un représentant admissible de c. Par abus de notation, on désignera 
une classe dans (M(F))^ ^ par un représentant admissible. 

Notons 

Km = 1{Km,v :=KnM{A). 

V 

Afin de compléter le raffinement géométrique d'Arthur, il faut compléter les fonctions test 
locales en celles globales comme dans ^5.51 Comme S D Kam, on sait définir /k^^ £ C^--{M^,) 
l'unité de 'H--{Mv//Km,v), pour tout v ^ S. D'où un homomorphisme injectif 

fs^fs-UfKM..- 
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Il faut aussi extraire la part locale d'une classe dans (M(F))^''^°°. Précisons. Soit c G 



(M(F))^ avec un représentant admissible 7 = au. Le scindage au-dessus de K^.j fournit une 



'M,S 

identification 



(34) p-\M{Fs)xKf,) = MsxKi,. 

Notons {âs,a^) S M5 x Kf^ l'élément auquel a s'identifie. Posons 75 = âsus, où us est relevé 
à l'aide du scindage unipotent. On vérifie que us est [-jcrj-bon dans M^j^Fs) si et seulement si 

c G (M(F))5;;-. 

Définition 6.5.3. Soient 7 E {M{F))^^°'', ^ G M5. On écrit 

si 7 est un représentant admissible qui donne 75 comme ci-dessus. Il faut prendre garde qu'en 
général, les représentants admissibles d'une classe de (M, S)-équivalence ne sont pas conjugués 
par M{F) n {M{Fs) x Kfj), par conséquent n'a aucune raison d'être une application bien 
définie de (M(F)) J;""^"" dans T{Ms) ! 

Exprimer Jp par intégrales orbitales pondérées anti-spécifiques Nous nous proposons 
de remonter la formule descendue pour Jp dans l6.2?2] en termes des intégrales orbitales pondérées 
anti-spécifiques ; nous n'en donnerons qu'une esquisse car les arguments complets se trouvent 
dans [3 §8]. 

Plaçons-nous dans le cas global. Fixons G et prenons les objets a, Mi, K^, Ti et 
S C Vf comme dans Quitte à agrandir S, on peut aussi supposer que 

- pour tout f ^ S* et tout G G{F^), on a {y^^crGa,umpiFy)yy) fl aKy 7^ seulement si 

yy G G^{Fy)Ky (voir ^ 6.1]). 
Alors se lit 

Uf) = k^(cx)r^ / E K^iKi-^^uè'"^(^wJdy. 



L'expression dans l'intégrale est nulle sauf si 



y = ysy', 



ys e G^{Fs)\G{Fs), y' G n G^{Fy)\G^{Fy)Ky 



Pour un tel y, on a l'identification ^R,y,Ti = ^R,ys,Ti e C^iMniFs)^) via C^{MR{Fsy) ^ 
C^(Mij(A)^), 011 ^R^yg^Ti est la fonction associée à fs par 16.3.4] car v'^{ky,Ti) = v'j^{ksys,Ti) 
et [i^'^,cj] = 1 ; toutes ces assertions sont démontrées dans [5i §7] sauf la dernière, qui résulte 
du fait que e et S D Vram- 

Donc Jp(/) est égal à 

k^(-)|-^ / E K^iKi-^^ui'-"^'(^H.s,Tjdy5. 

G.{Fs)\G{Fs) Re.FG.(A/i,„) 

Posons := ^'^-(Mi,^). D'après EÂH 



iW^o'^lKl-' E a^'[-"^l(5,n)jf-[-''^](ù,4>^,,„T^J. 
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Posons Cl{Mi) := {M G C{Mi) : Am = AmA^ on a une bijection 



M H. M„. 



Il en résulte que Jo(/) est égale à 



Me£0(Mi) „grunip(M,(F),S)[-.-l 



/ ( E Jm^'^'^^^^R^vs^tA dy. 



Rappelons qu'un relèvement as € Ms de a est défini dans l6.5.3l Soit u € Tu^ip{M^{F), S)^'''^^ , 
alors âsus est bon dans Ms- D'autre part, nj;g5 = = 1 d'après la S- 

admissibilité de a. En multipliant la formule ci-dessus par Hî^gs '^^ peut appliquer 

16.3.41 et obtient ainsi 

Lemme 6.5.4 (cf. [5l 7.1]). Soit f G C^..{Gs), alors 

Jo{f) = \t''i'j)\-' E l<'ll^o''l"' 

a*'^-[-''^l(5,n)J^,(àn,/). 

«er,„ip{j\/<,(F),5)l->-l 

Les coefficients 

Définition 6.5.5. Soit 7 G M{F) avec décomposition de Jordan 7 = crti. Supposons que 7 
est un représentant admissible d'une classe dans (M(F))^'^°" (voir 16.5.2p . alors un élément 

Ivl ,0 

7s = (Tsii G Ms lui est associé selon la construction de 16.5.31 Prenons un élément 75 G T{Ms) 
supporté sur la classe de conjugaison contenant 75 avec la décomposition de Jordan 75 = âsù. 
Posons 



il, si a est F-elliptique dans M, 
0, sinon; ' 

Stab((T,u) := {t G i*^(f7) : tut^^ u dans M^(F5)}, 
a^^(S,7^) := e^^(a)|Stab(a,n)|-ia^^-[-''^l(5,'u). 

C'est la définition d'Arthur (voir [10\ (2.4)]) lorsque le revêtement est trivial. On vérifie que 
a^'^ {S,^)JjÇj{'ys, f) ne dépend pas des choix des mesures, et il est invariant par conjugaison 
par Mfj{Fs) d'après [5.5.11 

Remarque 6.5.6. D'après I5.5.5[ les coefficients a^{S,-) sont déterminés par les données p : 
M — )• M(A), S, et le sous-groupe compact maximal K''^ de M{F^) tels que 

- il existe un sous-groupe de Lévi minimal Mq de M, défini sur F, qui est en bonne position 
relativement à Kf^ ; 

— 5" D Vi-am • 
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Lemme 6.5.7. Soient M, M' G C{Mq) etje M{F) (resp. 7' G M' {F) ) avec la décomposition 
de Jordan 7 = au (resp. 7' = a'u' G M' [F)) satisfaisant aux conditions dans \6.575[ S'il existe 
y G G{F) tel que yMy~^ = M' , yjy^^ = 7', alors 

a^\S,rs)JM{tsJ) = a'''{S,rs')JM'{ts'j), 
a^'-'^-'-\S,ù)J^,{rs,f) = aK'h'^\S,ù')JM'its'j) 

pour tout f. 

En particulier, le produit 75) Jj^^(75, /) ne dépend que de f et de la classe de 7 dans 

{M{F))liy. 

Démonstration. Sélectionnons les mesures de sorte que 
(35) = a'g- {yùy'^). 

On a les caractères automorphes u = [-jd] sur M(j{K) et u' = [-,0"'] sur M'^,{A). On va 
appliquer 15.7.41 Pour satisfaire aux hypothèses dans 15.7.11 il reste à construire les fonctions Cly 
sur T{a,a'){Fy) pour toute place v. 

Sélectionnons G p~^(o"^,) pour toute place v de sorte que ây G Ky si v ^ S et [ày]v = à ; 
alors on a aussi nj;G5 (^v = ô's- Hem pour â'y. 

Fixons une place v. Définissons Qy : T{cr,a'){Fy) — )• pm par la formule 

zàyZ~'^ = 0,y{z)à'^. 

Alors Q.y{x'zx) = ùL)'{x')ny{z)uj{x) pour tout x G M^{Fy) et tout x' G M'^,{Fy). Si v ^ S" et 
z G T{cr,a'){Fy) fl Ky, alors 0,y{z) = 1 grâce au fait que a^,a'^ G et au scindage de p 
au-dessus de Ky. Comme p se scinde au-dessus de G{F), on a aussi Q\-^i^^^^i)i^p-j = 1. 
Alors 15.7.41 implique 

a^-I-'-l(5,n) = n{y')-^aK"i-''^'\s,û'), 
d'où a*^(5,75) = n{y^)-'a^''{S,^'). 
D'autre part. [67^31 implique 

Comme yâsy~^ = VL{ys)(y'g, on déduit de (j35]) que 

Or Q{ys)0,{y^) = 0,{y) = 1 car y G G{F), cela conclut la démonstration pour le premier 
énoncé. On a déjà remarqué que 75 1-^ o-^^ {S,'ys)J]Çf{'ys, f) est invariant par conjugaison par 
Ma{Fs), donc le dernier énoncé résulte de la définition de (M, 5) -équivalence. □ 

Notons (M(F) n o)'^jg le sous-ensemble des classes dans {M{F))^j qui rencontrent 0. 
Théorème 6.5.8 (cf. [5, 8.1]). Avec les mêmes notations, on a 

M€CiMo) 7e(M(F)no)^;'^s°" 
La somme ne porte que sur un nombre fini de classes. 
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Ici l'expression signifie que, pour chaque classe dans {M{F) n 0)^'^°°, on en prend un 
représentant admissible 7 quelconque, puis un 75 quelconque tel que 7 7^ via la corres- 
pondance définie dans Le produit a^^(5', 75)^^(75, /) est bien défini grâce au lemme 
précédent. 

Démonstration. Reprenons les notations de l6.5.4l Le groupe (a) opère sur runip(Mo- (F) , S) t ''^] , 
et le groupe d'isotropie d'une classe u est Stab(o", n). Vu le lemme précédent et 16.5.41 Jo(/) est 
égal à 

(36) Y. \w,''-\\w^^rVH<^Wi<^r' E «''(5,^)^m(^,/)- 



MgC{Mi) 7G(M(F)no) 



X,bon 
M, S 



OÙ 7s = 0" signifie que l'on prend les représentants admissibles ayant partie semi-simple a. 

Traitons maintenant le côté à droite de l'assertion. Tous les regroupements ci-dessous sont 
justifiés par le lemme précédent. La somme sur 7 se décompose en une somme double sur 
les classes semi-simples et des classes unipotentes. On peut combiner la somme sur les classes 
semi-simples avec la somme sur M et on obtient une somme sur 

n := {{M,aM) : M G C{Mo), G (M(F)), um dans G{F)} 

suivie par une somme sur des classes unipotentes. Cette somme double est évidemment finie. 
De plus, Wq opère sur H et on peut sommer sur le quotient JI/Wq pourvu que l'on multiplie 
les coefficients par l'ordre du groupe d'isotropie. 

Toute classe dans H/Wq contient une paire de la forme (M, a) avec M D Mi (cf. [51 p. 186]). 
Arthur en a calculé l'ordre du groupe d'isotropie (cf. [5, pp.206-207]) : c'est \Wq ^ '\\W^ ^ '\-\ 
où 

t^o^^(^) := M'[{F)\Ng^{Am,){F). 
Idem pour M au lieu de G. Donc le terme à droite de l'assertion est égal à 

(37) Y. wr^'w^-'^'r' E ^'{s^ts^Miisj). 

En comparant ([SU]) et ([57]) , on se ramène à prouver que 

|Wo^1|<1-il.^^(c7)|I.«(c7)ri = |<'^(^)||<'^(^)|-\ MG/:(Mi), 

ce qui est exactement (8.5) de [5]. □ 

Étant donné A un voisinage compact de 1 dans G{A)^, posons À := p^^(A). Notons 
C^-.(G^) l'espace des fonctions dans C^-(G^) à support dans A. Posons 

via (p3]l . On arrive ainsi au développement géométrique fin. 



Théorème 6.5.9 (cf. O 9.2]). Il existe un sous-ensemble fini de places S'a ^ ^am tel que 

- il existe A5 C G{Fs) tel que A = As^ x K^^ ; 

- pour tout S D S'a et tout f G C'^..{Gg), on a 

J{f)= E K'il^o'T' E a^'{S,ts)JM{ts.î): 
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les termes dans la somme ci-dessus sont nuls pour presque tout 7. 



Démonstration. Pour fixé, on peut toujours prendre S de sorte que la condition pour l6.5T8] soit 
satisfaite. Puisque J = Jp, il suffit de montrer qu'il n'y qu'un nombre fini de qui rencontre 
A, ce qu'assure [5^, 9.1]. □ 
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